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Kapitel 1

Neutronensterne

Die Idee

Im Januar des Jahres 1932 studierte Lev Davidovich Landau in seiner Arbeit ,,On
the Theory of Stars* [Lan32] das Gleichgewicht zwischen der nach innen gerichteten
Gravitation und dem nach auflen gerichteten quantenmechanischen Druck in ausge-
brannten Sternen. Hierbei beschiftigte er sich insbesondere mit der Frage, was mit
einem Stern geschehe, der iiber der so genannten Chandrasekhar-Masse von 1,5 M*
lage. Ein Jahr vorher konnte Chandrasekhar zeigen |[Cha3ll|, dass diese Masse eine
obere Grenze fiir die Stabilitdt kompakter Sterne darstellt. Dies fiihrte zu reichlich
Diskussion in der Fachwelt, an der sich auch Landau mit der oben zitierten Arbeit
beteiligte. Unter der Annahme, dass Sterne iiber der Chandrasekhar-Masse existie-
ren, kam er zu dem Schluss, dass in diesem Fall die Gesetze der Quantenmechanik
verletzt werden miissten. Er erwartete, dass dies bei einer Dichte geschehe, bei der
sich die Atomkerne zu beriihren begénnen:

,We expect that this must occur when the density of matter becomes so
great that atomic nuclei come in close contact, forming one gigantic
nucleus.“

Im Nachhinein erwies sich seine Schlussfolgerung auf die Verletzung der Naturgesetze
als nicht haltbar. Stattdessen ist die Chandrasekhar-Masse und der Kollaps zu einem
schwarzen Loch eines ausgebrannten Sterns iiber dieser Masse allgemein anerkannt
und Lehrbuchphysik geworden. Trotzdem brachte Landau mit dem obigen Zitat als
erster die Idee eines Neutronensterns in Form eines kilometergroffen Atomkerns ins
Spiel.

IMit Mg wird die Sonnenmasse von 1,9884 - 1033 g bezeichnet.
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1932 entdeckte Sir James Chadwick das Neutron als neues Elementarteilchen
und veréffentlichte seine sensationellen Ergebnisse zunéchst in [Cha32a] und an-
schliefend ausfiihrlicher in [Cha32b]. Noch am gleichen Abend als diese Neuigkeit
Kopenhagen erreichte, kam Landau in einer Diskussion mit Bohr die Idee von kal-
ten, dichten Sternen, die vornehmlich aus Neutronen bestiinden, der jedoch keine
Veroffentlichung zu diesem Thema folgte.

Die Entdeckung des Neutrons wurde in der gesamten Forschung schnell aufge-
griffen und weiterentwickelt, so dass bereits nur zwei Jahre spiter als erstes von den
beiden Astronomen Walter Baade und Fritz Zwicky in [BZ34bl [BZ34a] die mogliche
Existenz eines Neutronensterns und eine Theorie zu dessen Entstehung schriftlich
vorgeschlagen wurde:

,With all reserve we advance the view that a supernova represents the
transition of an ordinary star into a neutron star, consisting mainly of
neutrons. Such a star may possess a very small radius and an extremely
high density.“

Die rechnerische Uberpriifung dieser Aussagen iiber die Eigenschaften von Neu-
tronensternen erforderte eine neue Losung der Grundgleichung der allgemeinen Re-
lativitatstheorie, die 1939 Oppenheimer und Volkoff erbrachten [OV39)]. Unter der
Annahme eines idealen Neutronengases fanden sie in dieser wegweisenden Rechnung
eine Maximalmasse von 0,71 M bei einem Radius von 9,5 km.

Die Astrophysik dieser Epoche wurde gepriagt durch die Suche nach der Quel-
le der stellaren Energie. Als klar wurde, dass Neutronenstern-Kerne im Inneren
normaler Sterne als Energiequelle ausgeschlossen werden konnten, und auf der an-
deren Seite die thermonukleare Fusion immer besser verstanden wurde, trat die
Neutronenstern-Physik zuriick in den Hintergrund. Des Weiteren war es gingige
Meinung, dass aufgrund ihrer geringen Grofse die verbleibende thermische Strahlung
eines Neutronensterns zu schwach sei, um jemals beobachtet werden zu konnen, so
dass auch keine Anstrengungen in dieser Hinsicht unternommen wurden. Es dauerte
iiber 30 Jahre bis mit der unerwarteten, zufilligen Entdeckung des ersten Pulsars
die weit vorausschauenden Theorien der 30er Jahre durch Beobachtung (allerdings
tatsdchlich nicht im optischen Bereich) bestatigt werden konnten.

Die Entdeckung des ersten Pulsars

Eine Gruppe von Radioastronomen der Cambridge-Universitdt um Anthony Hewish
entdeckte 1967 ein astronomisches Objekt, das periodische Pulse mit einer Frequenz
von 1,377 ms im Radiobereich emittierte [HBPT68|. Jocelyn Bell, eine Studentin
von Hewish, bemerkte bei der Analyse der Daten, die eigentlich zur Studie der Po-
pulation und Verteilung von Quasaren gesammelt wurden, grofe Fluktuationen im
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Signal, die an aufeinanderfolgenden Tagen zum ungefihr gleichen Zeitpunkt auf-
traten. Hewish interpretierte diese zunéchst als oft auftretende, bekannte irdische
Interferenzen, verursacht z. B. durch einen vorbeifahrenden Automotor, so dass diese
Entdeckung beinahe als bedeutungsloser Untergrund verworfen worden wéire. Tat-
sachlich stellte sich im Nachhinein sogar heraus, dass bereits Jahre vor Hewishs und
Bells Entdeckung Pulsar-Signale durch das Jodrell-Bank-Radioobservatorium auf-
gezeichnet, aber nicht bemerkt worden waren [L(G98|. Nachdem Hewish und seine
Mitarbeiter bei genauerer Analyse eine Systematik der Fluktuationen feststellten,
waren sie sich aber sicher, dass es sich um ein Signal auferterrestrischen Ursprungs
handeln musste. Doch was war dessen Quelle? Sollte dies gar die erste empfangene
Botschaft einer fremden Zivilisation sein? Dass es der Forschung gelang, die Antwort
auf diese Frage schnell zu finden, liegt in der dieser Entdeckung vorangehenden theo-
retischen Vorarbeit begriindet, die urspriinglich aber aus anderer Motivation heraus
geleistet wurde.

Identifikation der Pulsare

Anfang der 60er Jahre erlebte das Konzept des Neutronensterns mit dem Beginn der
Rontgenastronomie einen neuen Aufschwung. In den 50er Jahren wurden die ers-
ten raketengebundenen Beobachtungen im Rontgenbereich durchgefiihrt. Schlieflich
wurde 1962 durch Riccardo Giacconi mit einer Aerobee-150-Rakete die erste kos-
mische Rontgenquelle, Scorpius X-1, identifiziert. Es folgten eine Vielzahl weiterer
Experimente, die neue sensationelle astronomische Entdeckungen liefern konnten.

Neutronensterne und weille Zwerge in akkretierenden, bindren Systemen waren
als mogliche Quellen beobachtbarer Rontgenstrahlung im Gesprich, so dass neue
theoretische Anstrengungen in der Neutronenstern-Physik unternommen wurden.
In der Arbeit [HNWG64) schiatzten Hoyle, Narlikar und Wheeler, dass durch die Er-
haltung des magnetischen Flusses bei der Kontraktion des Vorgéangersterns zu einem
Neutronenstern ein Magnetfeld von bis zu 10'° G entstehen wiirde. Neben der Sonne
war der Krebsnebel das erste astronomische Objekt, dass in den Fokus der neuen
Rontgenastronomie fiel und in dessen Zentrum solch ein Neutronenstern vermutet
wurde. Abb. [Tl zeigt eine aktuelle Aufnahme des Krebsnebels im optischen und im
Rontgenbereich.

Nach Hewishs Entdeckung der periodischen Radioquelle wurde mit Erfolg nach
weiteren dieser Objekte gesucht, die man wegen ihres gepulsten Signals schon bald
als ,,Pulsare”“ bezeichnete. Auch im Zentrum des Krebsnebels konnte solch ein Pul-
sar identifiziert werden, ein experimenteller Befund, der den Wissenschaftlern den
entscheidenden Hinweis lieferte.

Schon 1967 leistete Franco Pacini in [Pac67| die wesentliche theoretische Vorar-
beit, die zur Identifikation der periodischen Radioquelle im Zentrum des Krebsnebels
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Abbildung 1.1: Eine kombinierte Aufnahme des Krebsnebels im optischen
Bereich (rot) durch das Hubble Space Telescope und Réntgenbereich (blau)
durch das Chandra X-ray Observatory. Bild entnommen der ,HubbleSite-
Gallery“ (http://hubblesite.org/gallery).

fiihren sollte. In dieser Verdffentlichung zeigte er, dass ein schnell rotierender Neu-
tronenstern mit einem starken magnetischen Dipolfeld als hochenergetischer elek-
trischer Generator fiir die Energiequelle des Krebsnebels in Frage kiime. Schlieflich
war es Gold, der 1968 in einem ebenfalls in Nature veroffentlichten Brief mit dem so
gennanten ,Leuchtturm-Modell“ zeigen konnte, dass der Ursprung des pulsierenden
Radiosignals das rotierende Magnetfeld des Neutronensterns sein konnte, und der
somit als erstes Pulsare als rotierende Neutronenstern identifizierte [Gol68].

Das Leuchtturm-Modell

Das von Gold begriindete ,Leuchtturm-Modell“ ist in Abb. schematisch darge-
stellt und soll hier kurz erldutert werden: Durch das starke magnetische Feld von
(10'° —10'3) G werden geladene Teilchen, wie z. B. Elektronen, entlang der magne-
tischen Feldlinien beschleunigt, was zur Abstrahlung elektromagnetischer Strahlung
oberhalb der Magnetpole in Form eines Doppelkegels entlang der Magnetfeldachse
filhrt. Im Allgemeinen fallen Magnetfeld- und Rotationsachse nicht zusammen. Die
Eigenrotation des Neutronensterns fiihrt zu einer Rotation der Magnetpole und der
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Abbildung 1.2: Das Leuchtturm-Modell eines rotierenden Neutronensterns
mit nicht kollinearer Magnetfeld- und Rotationsachse zur Beschreibung der
charakteristischen Pulsar-Emission.

Strahlungskegel. Liegt ein Beobachter zufillig in der Sichtlinie des rotierenden Strah-
lungskegels, wird dieser in gleichméfigen Abstdnden vom Strahlungskegel {iberstri-
chen. Der Beobachter vernimmt elektromagnetische Pulse mit einer Frequenz, die
gerade der Rotationsperiode entspricht. Ahnlich wie bei der Erhaltung des magneti-
schen Flusses fiihrt die Drehimpulserhaltung beim Kollaps zum Neutronenstern zu
extrem hohen Rotationsperioden bis in den ms-Bereich, die der Beobachter wahr-
nimmt.

Masse

Mittlerweile sind ungefahr 1700 Pulsare, also astrophysikalische Objekte, die peri-
odische Radio- oder Rontgenpulse aussenden, bekannt und katalogisiert. Viele dieser
Pulsare befinden sich in bindren Systemen, bei denen der Pulsar von einem weite-
ren kompakten Objekt, wie einem weiflen Zwerg, Neutronenstern oder schwarzen
Loch, oder einem Hauptreihenstern begleitet wird. Aus einem Effekt der Doppler-
verschiebung kann die Orbitalgréfte und Periode des bindiren Systems ermittelt und
aus diesem die totale Masse des Systems abgeleitet werden. Unter bestimmten Um-
stinden erlaubt es die Kompaktheit des Systems iiber relativistische Effekte wie
der Shapiro-Verzogerung [Sha64], oder der Verkleinerung des Orbits durch Abstrah-
lung von Gravitationswellen, die separaten Massen der beiden Partner zu ermitteln.
Abb. zeigt die aus [T'C99| stammende Massenverteilung von 19 Radiopulsaren
aus bindren Systemen mit verschiedenen Begleitern. Eine genauere Untersuchung
der Verteilung zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit einer Gauk’schen Vertei-
lung um den Mittelwert von M = 1,35 M.



Neutronensterne 10

T T T T 'I T 1 f T T [ T T T T
I R PSR B1518+48
I—I—:E{:—i PER B1518+48 companion
RH PSR B15634+12
:4: PSR B1534+12 companion
11e PSR B1913+16
: ; PSR BI®13+16 companion
H PSR B2127+11C
Iek PSR B2127+11C companion
,—LL PSR B2303+46
._.T':4. PSR B2303+46 companion
11
11
PSR J0437-4715 e
PSR J1012+5307 " : : "
PSR J1045-45089 JI-%—a
PSR J1713+07 —
PSR H1802-07 .—.1'—:
PSR J1804-2718 : : -
PSR B1855+09 He—
PSR J2019+2425 : : -
HH—e——— PSR J0045-7319
| | | S | | | | | | !

0 1 2 3

Abbildung 1.3: Neutronensternmassen aus Beobachtungen von Radiopul-
sar-Systemen mit den zugehorigen 68 % Fehlerbalken, einseitige Fehler-
balken geben das 95 %-Vertrauens-Intervall an. Die ersten zehn Messun-
gen stammen aus fiinf Doppel-Neutronenstern-Systemen, es folgen acht
Neutronenstern-weifer-Zwerg-binéire-Systeme, der unterste Neutronenstern
hat einen Hauptreihenstern als Begleiter. Die vertikalen Linien zeigen M =
(1,35 £0,04) M.

Radius

Aufgrund ihrer fiir astronomische Verhiltnisse winzigen Ausdehnung und gleich-
zeitiger grofen Entfernung gestaltet sich im Gegensatz zur Massenmessung jede
Bestimmung des Radius ausgesprochen schwierig. Kann die Temperatur eines Neu-
tronensterns anhand des elektromagnetischen Spektrums bestimmt werden, so ist
es bei bekannter Entfernung des Objekts moglich einen Radius zu ermitteln. Dieses
Verfahren ist allerdings von vielen Unsicherheiten gepriagt. Viele Spektren von Neu-
tronensternen zeigen ein ausgesprochen nicht-thermisches Verhalten, oder andere
ungewohnliche Eigenschaften, fiir die es bisher keine schliissigen Modelle gibt. Des
Weiteren ist eine direkte Abstandsmessung iiber die Parallaxe nur fiir sehr wenige
Pulsare durchfiihrbar. In allen anderen Fillen muss fiir die Abstandsmessung auf
kompliziertere Verfahren zuriickgegriffen werden, die ihrerseits ebenfalls von weite-
ren Annahmen abhéngen.
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Das Beispiel RXJ1856

Ein gutes Beispiel fiir die angesprochene Problematik ist der 1992 durch den Rosat-
Satelliten entdeckte Neutronenstern RXJ1856. Eine erste Parallaxenmessung durch
das Hubble-Weltraumteleskop ergab eine Entfernung von 61 pc [Wal(1]?, aus der
man einen iiberraschend kleinen Radius von nur 6 — 9 km errechnete, abhéngig von
der angenommenen Masse des Neutronensterns und dem verwendeten Modell zur
Beschreibung des Spektrums [PWL702|. RXJ1856 wurde aufgrund dieses kleinen
Radius als der erste Beweis der Existenz einer besonderen Gattung von Neutro-
nensternen, so genannten ,Quarksternen“ (sieche Abschnitt [[2ZT]) ausgerufen. Doch
schon bald entstanden Zweifel an dieser Interpretation. Mit neuen Daten des Hubble-
Space-Teleskops und einer iiberarbeiteten Analyse wurde schlieflich die Entfernung
um beinahe Faktor Zwei auf 117 pc korrigiert [KvA02), WIL02|. Weitere Messungen
des Spektrums im optischen und Réntgenbereich legten eine anisotrope Temperatur-
verteilung nahe, mit der Triimper et al. einen Radius von 14 km fiir eine Masse von
M = 14 Mg ermittelten [TBHZ04|, so dass RXJ1856 mittlerweile als Quarkstern
ausgeschlossen werden kann.

Bedeutung fiir die Physik

Das Beispiel von RXJ1856 zeigt aber auch die Bedeutung der Neutronensterne fiir
die moderne Hochenergie- und Teilchenphysik. Mit Radien von ~ 12 km, Massen
von ~ 1,4 My und zugehorigen inneren Dichten von fiinf- bis zehnfacher Dichte
gewohnlicher Kerne im Labor, gehéren Neutronensterne zu den dichtesten Formen
von Materie im beobachtbaren Universum. Die einzigartige Verbindung von mi-
kroskopischer Physik, die Auswirkungen auf iiber Lichtjahre hinweg beobachtbare
makroskopische Eigenschaften hat, erlaubt es Neutronensterne als Laboratorien zur
Erforschung hochdichter Materie unter Bedingungen zu verwenden, die auf der Erde
nicht genauso erzeugt werden kénnen.

In den gigantischen Beschleunigeranlagen der Hochenergiephysik, wie dem LHC
am CERN in Genf oder dem RHIC in Brookhaven, werden in Schwerionenkollisionen
dghnliche Zusténde erzeugt, wie sie sonst nur in astrophysikalischen Szenarien vorlie-
gen. In diesen Kollisionen werden allerdings nicht die extremen Dichten des Inneren
von Neutronensternen, sondern vor allem hohe Temperaturen erreicht, und dies
auch nur beschriankt auf das wenige fm grofe Kollisionsgebiet und fiir den kurzen
Zeitraum von ~ 10722 s. Trotzdem ist es iiber komplexe theoretische Modellbildung
moglich, aus diesen Experimenten auch Riickschliisse auf die Eigenschaften von Neu-
tronensternmaterie zu ziehen, die wiederum mit den Erkenntnissen aus Astronomie

2Das Parsec (pc) ist eine astronomische Lingeneinheit und ist definiert als die Entfernung, von
der aus betrachtet der mittlerer Abstand der Erde von der Sonne unter einem Winkel von einer
Bogensekunde erscheint, und entspricht damit 3,26 Lichtjahren.
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und Astrophysik konfrontiert werden konnen.

So kann z. B. aus der Zustandsgleichung fiir hochdichte Materie iiber numerische
Rechnungen die Masse-Radius-Beziehung eines Neutronensterns ermittelt werden.
Hierbei findet man eine maximale Masse iiber der ein Neutronenstern instabil wird
und zu einem schwarzen Loch kollabiert, die direkt von dem verwendeten Elementar-
teilchenmodell abhingt. Die untere erlaubte Grenze fiir die Maximalmasse ist durch
den schwersten bisher beobachteten Neutronenstern, den Hulse-Taylor-Binadrpulsar
PSR 1913-+16, mit einer Masse von (1,4408 £ 0,0003) M, gegeben [WT03|. Ein
Wert von iiber 3 My wiirde die in der speziellen Relativitit begriindete Kausali-
tit verletzen, d. h. die Schallgeschwindigkeit im Neutronenstern wire grofer als die
Lichtgeschwindigkeit ¢ [RR74].

Anhand der Beobachtung von Neutronensternen kénnen also theoretische Model-
le iiberpriift und sogar ausgeschlossen werden, wenn die beobachteten Daten nicht
mit der Theorie vereinbar sind. Umgedreht konnen experimentelle Ergebnisse dazu
verwendet werden, Neutronensterne und deren komplexe Phéinomenologie priziser
zu beschreiben. Neutronenstern-Physik ist immer das Zusammenspiel von astrophy-
sikalischer Beobachtung, theoretischer Kern-, Teilchen- und Astrophysik und den
experimentellen Erkenntnissen der modernen Forschungsanlagen hier auf der Erde.

Auch in dieser Arbeit werden experimentelle Resultate in Form der Massenmes-
sung neutronenreicher Isotope dazu verwendet, die Zusammensetzung und Eigen-
schaften eines Teils des Neutronensterns, ndmlich der &uferen Kruste, zu bestimmen.
Bevor im Detail auf das verwendete Modell zur Berechnung der &duferen Kruste ein-
gegangen wird, soll aber zunéchst die Entstehung eines Neutronensterns und dessen
Struktur beschrieben werden.

1.1 Entstehung

Neutronensterne entstehen aus dem Uberrest eines kollabierten gewohnlichen Sterns
mit einer Masse grofer als 8 M.

1.1.1 Ein Stern im Endzustand

Sterne erzeugen ihre Energie aus der thermonuklearen Fusion leichter Elemente zu
starker gebundenen, wie z. B. Wasserstoff zu Helium oder Helium zu Kohlenstoff
und Sauerstoff. Wasserstoff bildet mit 76 % Massenanteil das haufigste Element des
Universums, gefolgt von Helium mit einem Anteil von 23 %. Die schwereren Elemente
tragen nur weniger als 1 % zur Gesamtmasse des Universums bei. Demnach besteht
ein junger Stern, der sich aus dem interstellaren Medium gebildet hat, zundchst zum
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groften Teil aus Wasserstoff und Helium.

Damit zwei Atomkerne miteinander fusionieren konnen, miissen diese die durch
ihre Ladung hervorgerufene Coulomb-Barriere iiberwinden. Die geringste Energieb-
arriere besitzt demnach die Fusion von Wasserstoff zu Helium, des Weiteren ist
Helium ein besonders stark gebundenes Element, was diese Reaktion weiterhin be-
giinstigt. Ab einer gewissen kritischen Dichte und Temperatur sind ausreichend viele
hochenergetische Ionen vorhanden, die in der Lage sind die Coulomb-Barriere zu
iiberwinden, um im Kern des Sterns das Wasserstoftbrennen zu ziinden. Aufgrund
des groferen spezifischen Gewichts sammelt sich das Helium im Zentrum an, so dass
das Wasserstoffbrennen in einer Schale um diesen Heliumkern herum stattfindet, die
dabei mit der Zeit nach aufen wandert. Ist der Stern ausreichend dicht und heif,
so schliefst sich im Zentrum des Sterns die Fusion des Heliums an. Fiir schwerere
Sterne findet man eine regelrechte Schalenstruktur mit nach innen immer schwerer
werdenden Elementen, die in den einzelnen Schalen weiter fusioniert werden.

Die finale Entwicklung des Sterns hiingt entscheidend von seiner Masse ab. Sterne
unter 8 Mg, erreichen im wesentlichen nur das Heliumbrennen und iiber 2,5 M, das
Kohlenstoffbrennen. Bei diesen Sternen laufen die Fusionsprozesse groftenteils ther-
misch instabil oder sogar explosiv in der Form so genannter ,Flashs* ab. Der Stern
bléht sich dabei zu einem roten Riesen auf das 100fache seiner urspriinglichen Gréfe
aus. Die anhaltende Expansion mit abnehmender gravitativer Bindung fiihrt zusam-
men mit den Flashs zu einem Abstofien der dufieren Hiille, aus der ein planetarischer
Nebels gebildet wird. Mit dem Erloschen der letzten Brennvorginge verbleibt der
Kern des ausgebrannten Sterns, der hauptsichlich aus 2C und '°O besteht. Liegt
dessen Masse unter der Chandrasekhar-Masse, so bildet sich in der Kontraktion ein
neuer stabiler Endzustand, ein weier Zwerg, der durch den Entartungsdruck der
Elektronen im Gleichgewicht gehalten wird.

Bei Sternen mit Massen iiber 8 M, verlauft das Kohlenstoffbrennen hydrosta-
tisch, in immer kiirzeren Zeitriumen Neon-, Sauerstoff- und Siliziumbrennen. Eisen,
das als ,,Asche” in diesen Fusionsreaktion gebildet wird, stellt das am stéirksten ge-
bundene Element des Universums dar, so dass unabhéngig von der Masse des Sterns
mit Eisen keine weitere Fusion mehr moglich ist. Mit Entstehung des Eisenkerns
kommt jeder Stern im Laufe seiner Evolution an den Punkt, an dem alle moglichen
Fusionsprozesse weitestgehend erschopft sind. Es kommt zum Gravitationskollaps
bei dem der Stern als Typ-II-Supernova explodiert.

1.1.2 Supernova-Explosion

Ein stabiler Stern befindet sich im hydrostatischen Gleichgewicht zwischen der nach
innen gerichteten eigenen Gravitation und dem nach aufen gegenhaltenden inne-
ren Druck. Der innere Druck besteht neben dem Gasdruck der Materie des Sterns
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aus dem Strahlungsdruck, d. h. dem Druck, den die in der thermonuklearen Fusi-
on freiwerdenden Photonen erzeugen. Kommen die nuklearen Brennvorgéinge, wie
oben beschrieben, zum Erliegen, so fiihrt dies zu einer schlagartigen Aufhebung
des Gleichgewichtszustandes, da der Strahlungsdruck im Kern nahezu wegfillt. Es
kommt zum Gravitationskollaps bei dem der Stern als Typ-II-Supernova explodiert.

Zunichst implodiert der Kern des Vorgingersterns schlagartig auf Gréfen von
20 bis 30 km, und die dufieren Schichten fallen als Akkretions-Stofswelle in Richtung
Zentrum. Sobald im Inneren ungefihr die nukleare Grundzustandsdichte erreicht
wird, wird die dort vorliegende Materie hochst inkompressibel. Die Implosion wird
gestoppt und die einfallende Druckwelle am Kern reflektiert. Es entsteht eine neue
Stofwelle, die 100 bis 200 km nach aufen wandert, bevor diese aufgrund des Energie-
verlusts beim Durschschreiten der Materie des Vorgéngersterns zum Stehen kommt.
Der nun folgende Explosionsmechanismus einer Kernkollaps-Supernova ist Gegen-
stand aktueller Forschung und immer noch nicht komplett verstanden, allerdings
geht man davon aus, dass Neutrinos eine entscheidende Rolle spielen. Dies erscheint
zundchst verwunderlich, da Neutrinos als nur schwach wechselwirkende Teilchen die
geringsten Wirkungsquerschnitte von typischerweise o ~ 107%° ¢cm? aufweisen. Hier
muss allerdings beriicksichtigt werden, dass iiber 99 % der gigantischen freiwerden-
den Gravitationsenergie von

=— ~ —3-10% erg (1.1)

in Form von Neutrinos abgestrahlt wird, was die Bedeutung der Neutrinos plausibel
macht. Obige Gleichung beschreibt die Gravitationsenergie einer homogenen Kugel
mit konstanter Dichte, berechnet mit Newtons Gravitationskonsante G fiir einen
verbleibenden Neutronenstern mit einem Radius R = 10 km und einer Masse M =
1,4 Mg. 1 erg stellt dabei die in der Astrophysik oft verwendete Energieeinheit des
cgs-Systems dar (1 erg = 1077 J).

In Verbindung mit weiteren Effekten des Magnetfeldes, der Rotation oder der
Konvektion, verursachen die Neutrinos, die den inneren Bereich verlassen, eine Rege-
nerierung der Stofkwelle, die den verbliebenen massiven Mantel des Sterns innerhalb
von Sekunden nach aufien wegblist. Dies stellt eines der gewaltigsten Ereignisse des
Kosmos dar, und iiberstrahlt dabei mit der 10'°-fachen Leuchtkraft der Sonne so-
gar ganze benachbarte Galaxien. Die 1054 stattgefundene Supernova-Explosion, aus
welcher der Krebsnebel hervorging, war selbst am helllichten Tag mit blokem Auge
am Himmel sichtbar, wie Aufzeichnungen der Chinesen belegen.

1.1.3 Geburt des Neutronensterns

Als Kern verbleibt der so genannte ,,Proto-Neutronenstern“ (PNS) mit einer Masse
von ungefihr 0,7 My und einem Radius R ~ 20 km, der einen hohen Anteil an
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Abbildung 1.4: Die wichtigsten im Text beschriebenen Evolutionsstufen
eines Neutronensterns, gekennzeichnet mit rémischen Zahlen. Die Entwick-
lung des Radius R und der zentralen Temperatur 7, mit der Zeit ¢ ist in der
Grafik angegeben.

Leptonen in Form von e~ und v, aufweist und dessen Evolutionsstufen in Abb. [[4]
schematisch dargestellt sind. Der Kern ist von einem 200 km grofen Mantel aus
Material des Vorgingersterns umgeben. Im Inneren des Kerns kommt es zum Phéa-
nomen des ,Neutrino-Trappings“: Bei den vorliegenden extrem hohen Dichten erhilt
man trotz der geringen Wirkungsquerschnitte der Neutrinos erstaunlich kleine mitt-
lere freie Wegldngen von A ~ 10 cm. Diese sind deutlich kleiner als der Radius des
verbleibenden Kerns, so dass die Neutrinos den Kern nur langsam durch Diffusion
verlassen konnen und zunéchst im Inneren gefangen sind (Stufe I).

Nach 0,5 s kommt es durch die fortschreitende Neutrino-Emission und Elektro-
neneinfangsreaktionen zu einem raschen leptonischen Druckabfall in den Randbe-
reichen, der den Kollaps des Proto-Neutronenstern-Mantels nach sich zieht (Stufe
IT). Der PNS akkretiert die einfallende Materie und wird dabei zunehmend dichter,
gleichzeitig werden Elektron-Proton-Paare in Neutronen umgewandelt. Diese De-
leptonisierung zusammen mit der Streuung der hochenergetischen Neutrinos, fiihrt
trotz der anhaltenden Neutrino-Emission nach ca. 15 s zu einer maximalen Erwér-
mung des PNS auf ~50 MeV bei gleichzeitiger Kontraktion auf ungefahr 15 km
(Stufe III).
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Nach 10 bis 20 s ist die Akkretion weitestgehend abgeschlossen, nun gewinnt
die Neutrino-Strahlung die Uberhand und beginnt den PNS langsam herunter zu
kiihlen. Die freie Weglidnge der Neutrinos ist umgekehrt proportional zum Quadrat
ihrer Energie, A\ oc 1/E?, so dass nach ungefihr 50 s bei einer Temperatur von ~ 1
MeV die Bedingung A > R erreicht ist. Der PNS wird transparent fiir die Neutrinos,
diese konnen ihn ungehindert verlassen, was zu einem raschen Anstieg der Kiihlrate
fithrt (Stufe IV).

Nicht in jeder Supernova-Explosion eines ausreichend schweren Sterns muss ein
Neutronenstern iibrig bleiben. Der neu entstandene PNS kann durch die Akkreti-
on des zuriickfallenden Materials der Stofiwelle, durch die Deleptonisierung oder
durch das stetige Abkiihlen mit daraus folgendem Druckabfall die Maximalmasse
tiberschreiten und weiter zu einem schwarzen Loch kollabieren (Stufen II-IV).

Uberlebt ein PNS diese ersten Phasen des Kiihlens, dauert es weitere 50 bis 100
Jahre bis Neutrino-Emission aus dem Inneren, thermale Evolution der Kruste und

Wirmetransport der Elektronen zu einer Isothermalisierung des PNS gefiihrt haben
(Stufe V).

Die von Stufe IV zu Stufe V in der Kruste stattfindenden und fiir diese Arbeit
besonders interessanten Verdinderungen werden in Abschnitt niher erldutert.
Der PNS emittiert auch Photonen, und zwar hauptséichlich im Rontgenbereich mit
einer effektiven Temperatur, die ungefihr Faktor 100 unter der inneren Temperatur
liegt. Bis zu einem Alter von 3 - 10° Jahren bleibt aber die Neutrino-Emission die
dominante Form des Energieverlusts (Stufe VI).

Die einfachste und effektivste Form des Neutrino-Kiihlens stellt der so genannte
direkte ,Urca-Prozess*® dar [Pet92], bei dem angeregte Nukleonen durch 3- und
inversen (3-Zerfall thermische Energie in Form von Neutrinos abstrahlen:

n — pte +1, (1.2)
p — nte +u,. (1.3)
Diese Prozesse sind wegen Impuls- und Energieerhaltung allerdings nur unter be-

stimmten Bedingungen moglich. Aus der Ladungsneutralitidt des Neutronensterns
folgt, dass die Elektronen und Protonen denselben Fermi-Impuls besitzen:

Ny = Ne < PF, = DF, ; (1.4)

wobei n, bzw. n. die Anzahldichte der Protonen bzw. Elektronen beschreibt. Da die
Elektronen, Neutronen und Protonen entartet sind und sich im chemischen Gleich-
gewicht befinden,

P = He + fip (1.5)

3Der Name Urca stammt urspriinglich von einem einst glamourdsen Casino in Rio de Janeiro,
in dem die Spieler ihr Geld so schnell verspielten, wie Neutronensterne ihre Energie iiber Neutrinos
verlieren.
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kann z. B. ein Neutron nur dann gemaf Glg. ([L2)) zerfallen, wenn es durch eine nicht
verschwindende Temperatur auf ein Niveau geringfiigig (~ kgT'/c < pr,) oberhalb
der Fermi-Energie angeregt wurde. Unter Vernachlissigung des Impulses des auf-
tretenden Antineutrinos, der gerade der davongetragenen thermischen Energie kgT
entspricht, erhilt man aus Glg. ([L2) folgende Reaktionskinematik:

pFn S1’)1"_‘1)<F1’)F‘e:2])}7‘17 (16)
Mit n; = p%i/(37r2h3) ergibt sich nun:
n, < 8ny , (1.7)

d. h. der direkte Urca-Prozess ist nur moglich, wenn das Verhiltnis von Protonen zu
Neutronen 1/8 iiberschreitet. In den meisten Féllen wird dieser Wert aber gar nicht
oder erst oberhalb einer kritischen Dichte erreicht, so dass der direkte Urca-Prozess
nicht stattfindet. An dessen Stelle tritt der indirekte Urca-Prozess, bei dem weitere
Nukleonen an der Streuung beteiligt sind, welche die uneingeschriankte Impuls- und
Energieerhaltung erméglichen:

n+(n,p) — p+(np +e +7 (1.8)
p+(n,p) — n+(n,p)+et +u..

Da nun zusétzliche Teilchen in der Streuung auftreten, erhilt man einen zusitzlichen
Phasenraumfaktor oc (T'/kr)?, der zu einer Unterdriickung des indirekten gegeniiber
dem direkten Urca-Prozess um Faktor 10~* bis 10~° fiihrt. Man spricht daher auch
vom Standard- und dem verstérkten (englisch: enhanced) oder dem langsamen und
dem schnellen Kiihlen. Im Standardszenario wird davon ausgegangen, dass der di-
rekte Urca-Prozess nicht auftritt, und das Neutronensterne daher mehrere Millionen
Jahre anhand ihrer thermischen Emission von der Oberflache beobachtbar sein soll-
ten.

1.1.4 Pulsar-Kicks

Viele der beobachteten Pulsare weisen extrem hohe Eigengeschwindigkeiten von 100
bis 1000 km /s auf, bisher sind sogar zwei Pulsare mit Geschwindigkeiten von iiber
1400 km/s bekannt [HLLKO05]. Des Weiteren wurde bei einigen Pulsaren eine Aus-
richtung zwischen ihrer Bewegungsrichtung und Rotationsache festgestellt [JHV05].
Dieses Phinomen der ungewdhnlich schnellen und ausgerichteten Eigengeschwindig-
keit der Pulsare wird als die so genannten ,,Pulsar-Kicks* bezeichnet. Zur Erklarung
dieses Phanomens gibt es verschiedene konkurrierende Theorien.

Eine Moglichkeit ist die Annahme einer leichten Asymmetrie in der vorangehen-
den Supernova-Explosion, die zu einem Netto-Impulsiibertrag auf den Pulsar fiihrt.
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Dieses Modell ist aufgrund der gigantischen freiwerdenden Energiemengen attrak-
tiv, allerdings gibt es bis heute erhebliche Probleme mit der erfolgreichen Modellie-
rung von Supernovae. Insbesondere die Regenerierung der Stofiwelle bereitet grofe
Schwierigkeiten: die Supernovae ,explodieren” nicht. In manchen Féllen wird eine
Explosion erreicht, indem die Neutrino-Wirkungsquerschnitte oder -Luminositéiten
kiinstlich erh6ht werden. Neben physikalischen Effekten konnten die Schwierigkeiten
auch damit verbunden sein, dass man sich aufgrund der Komplexitdt der numeri-
schen Berechnung auf zweidimensionale Modelle beschrinken muss. Somit sind die in
diesen Simulationen ermittelten Geschwindigkeiten von bis zu 1000 km /s [SK.IMO6]
noch unter Vorbehalt zu betrachten. Des Weiteren wird die fiir einige Neutronens-
terne beobachtete Ausrichtung zwischen Kick-Richtung und Rotationsachse nicht
erreicht.

Eine andere Erklarung wurde in der Diplomarbeit von Irina Sagert [Sag06| dar-
gestellt, bei der die Eigengeschwindigkeit durch asymmetrische Neutrino-Emission
wihrend des Neutrino-Kiihlens eines Neutronensterns mit Quarkkern (siehe Ab-
schnitt [C2) verursacht wird. Da, wie bereits erwihnt, 99 % von den 3 - 10°® erg der
freigesetzten Gravitationsenergie in Form von Neutrinos weggetragen wird, ist auch
hier nur ein winziger Bruchteil der Gesamtenergie zur Erzeugung der kinetischen
Energie von ~ 10% erg eines Pulsars mit v ~ 1000 km/s notwendig. Fiir dieses
Modell sind allerdings extrem hohe Magnetfelder von 10'7 G im Quarkkern erfor-
derlich, um eine volle Polarisierung der Elektronen als Quelle der Asymmetrie beim
Neutrino-Kiihlen zu erreichen. Auf der anderen Seite muss die mittlere freie Weg-
linge der Neutrinos ausreichend grof sein, damit die Neutrinos den Neutronenstern
ohne weitere Streuung ungehindert verlassen konnen. Dies ist z. B. fiir besonde-
re farbsupraleitende Phasen des Quarkkerns der Fall. In diesem Modell ergibt sich
direkt die erwihnte Ausrichtung von Magnetfeld und Geschwindigkeit, und unter
den angesprochenen Voraussetzungen ist es moglich, zumindest einen Teilbetrag der
Pulsar-Kicks zu erkléren.

1.1.5 Formierung der Kruste

Die #ufere Hiille des PNS mit Dichten p < 10'* g/cm?®, aus der sich die Kruste
des Neutronensterns bilden wird, besteht anfinglich aus einer Mischung von schwe-
ren und leichten Kernen (wobei von letzteren wegen der iiberdurchschnittlich hohen
Bindungsenergie bevorzugt a-Teilchen auftreten), Neutronen, Protonen, Elektronen,
Positronen und Photonen. Die anféinglich hohe Temperatur von 50 MeV oder 5-10!!
K in Stufe III erlaubt die Annahme, dass alle exothermen Reaktionen der schwa-
chen, elektromagnetischen und starken Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen bis
zum vollstandigen Abkiihlen des Neutronensterns (Stufe VI) stattgefunden haben,
und dass sich die Materie im lokalen thermischen Gleichgewicht befindet. Durch
pyknonukleare Reaktionen fusionieren die vorhandenen leichten Kerne und Teilchen
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Abbildung 1.5: Massenanteile der einzelnen Bestandteile der dufteren Hiille
eines neugeborenen Neutronensterns in Abhangigkeit von der Massendichte
bei verschiedenen Temperaturen (Ty = 7'/10° K). Fiir die Berechnung wurde
das Modell von Lattimer und Swesty [LD91] mit dem Kompressionsmodus
kalter, symmetrischer Kernmaterie bei Sattigungsdichte von Ky = 180 MeV
verwendet [HKY96].

zu stiarker gebundenen Elementen wie z. B. Eisen. Die freiwerdende Energie fiihrt zu
einer zusétzlichen Erwdrmung der Kruste (Stufe IV). Abb. zeigt die Evolution
der Zusammensetzung der dufleren Hiille eines PNS mit absinkender Temperatur,
berechnet in [HKY96] mit dem Lattimer-und-Swesty-Modell [LD91].

Unterhalb von 10° K spielt die Temperatur nur fiir geringere Dichten als 103
g/cm? eine Rolle, fiir grofere Dichten im Bereich auferhalb der duferen Hiille sind
thermische Effekte bereits vernachlissigbar klein.

Bei einer Temperatur von 1,2 - 10'° K existieren fiir Dichten unter 10° g/cm3
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keine Kerne mehr. Die Temperatur liegt in diesem Dichtebereich {iber der kritischen
Temperatur, so dass alle Kerne in einem Dampfgemisch von Neutronen, Protonen
und a-Teilchen aufgeldst sind. Mit ansteigender Dichte wird der Anteil der Protonen
und «o’s geringer, der Anteil der Neutronen liegt aufier bei den groften Dichten unter
dem Anteil der Kerne.

Mit Absinken der Temperatur auf 8 - 10° K nimmt der Anteil der Protonen und
a’s weiter ab (Stufe IV). Auch die Neutronen werden weniger, bei p = 10'° g/cm?
liegt ihr Anteil bei unter 1 %. Kerne sind nun in der gesamten Hiille zu finden. Fiir
grofe Dichten werden die Auswirkungen des Abkiihlens geringer und das Bild &dhnelt
der Zusammensetzung bei 1,2 - 10! K.

Bei der noch kiilteren Temperatur von 5 - 10° K ist der einzige sichtbare ther-
mische Effekt das Vorhandensein freier Neutronen auch unterhalb der Dichte des
,Neutronen-Drip“ pyp. Der Neutronen-Drip ist der Punkt, an dem fiir 7" = 0 die
ersten freien Neutronen erscheinen. Es wird sich zeigen, dass dies fiir 7" = 0 erst bei
pnp ~ 4-10'! g/cm? geschieht. Bei noch weiterem Abkiihlen der Kruste wird dieser
Anteil immer geringer, bis nach ca. 50 Jahren freie Neutronen nur noch oberhalb
von pynp existieren. Weiterhin werden die typischen thermischen Energien so klein,
dass Schaleneffekte und die Paarkraft von entscheidender Bedeutung werden.

Schlieflich friert nach ungefdhr 100 Jahren die Zusammensetzung der Kruste
aus und verdndert sich nicht mehr mit der fortschreitenden Abkiihlung. Sinkt die
Temperatur unter die von der lokalen Dichte abhingigen Schmelztemperatur 7, ~
80 keV (siehe Abschnitt 2232), so erstarrt die duferste Schale des Neutronensterns
nach und nach zu einem massiven Kristall und formt dadurch die dufere Kruste.
In dieser Arbeit soll genau der Frage nach gegangen werden, wie diese vollstindig
abgekiihlte (7" = 0), kristalline Kruste, die sich im absoluten Grundzustand im
nuklearen und J-Gleichgewicht befindet, zusammengesetzt ist.

1.2 Aufbau und Struktur

Ein nicht akkretierender kalter Neutronenstern kann in fiinf verschiedene Regionen
unterteilt werden: die Atmosphére, die dulkere Kruste, die innere Kruste, der dufere
und der innere Kern. Die Dichte erstreckt sich hierbei {iber einen groften Bereich —
von der Dichte von Eisen mit 7,9 g/cm? bis zum zehnfachen der Grundzustandsdichte
gewohnlicher Kernmaterie (py ~ 2,4 - 10' g/cm?®). In Abb. [CH ist ein Querschnitt
durch einen Neutronenstern mit den einzelnen Regionen schematisch dargestellt.

Der grofite Teil der 10°” Baryonen eines Neutronensterns ist im Kern konzentriert,
so dass dieser den wesentlichen Teil der Masse des Neutronensterns ausmacht. Doch
auch die anderen Regionen sind fiir beobachtbare Physik und zum Verstindnis der
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Abbildung 1.6: Querschnitt durch einen Neutronenstern mit den verschie-
denen Regionen unterschiedlicher Zusammensetzung. Der obere Balken illus-
triert den Ubergang von Kernen in der inneren Kruste zu homogener Kern-
materie im duferen Neutronenstern-Kern. Im unteren Bereich sind Aspekte
der Suprafluiditdt dargestellt. Bild entnommen aus der ,Neutron Star Pic-
ture Gallery” von D. Page: http://www.astroscu.unam.mx/neutrones/.

Zusammenhénge in einem Neutronenstern von entscheidender Bedeutung und zeigen
dabei die unterschiedlichsten Phénomene.

Die Atmosphire (7,9 g/cm?® < p < 10* g/cm?)

Die Atmosphire besteht aus Elektronen, Kernen und teilweise ionisierten Atomen,
die groftenteils Eisenatome sind, wobei nur ein Teil der Elektronen an die Kerne
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gebunden ist. Somit liegt in dieser Region ein plasmaghnlicher Zustand vor, der eine
optische Tiefe 7 ~ 1 besitzt. Trotz der geringen Dicke von nur ~ 1 cm und der
vernachlissigbar kleinen Masse der Atmosphire ist die als Photosphére bezeichnete
unterste Schicht der Atmosphire fiir die Beobachtung besonders wichtig, da hier
die letzte Streuung der Photonen im Neutronenstern erfolgt. Somit entsteht in der
Atmosphire das beobachtbare Photonen-Spektrum, dass Riickschliisse auf die Zu-
sammensetzung der Atmosphére und die Temperatur des Neutronensterns erlaubt.

Eine oft verwendete Zustandsgleichung der Atmosphére stammt bereits aus den
spéten 40er Jahren von Feynmann, Metropolis und Teller [FMT49]. Die Zusammen-
setzung und Eigenschaften der Atmosphére sind allerdings auch noch Gegenstand
aktueller Forschung, da in den Spektren oft ungewohnliche Phinomene auftreten,
die weiterer Klarung bediirfen. Zusétzlich kdnnen bei solch geringen Dichten Tem-
peratur und Magnetfeld die Zustandsgleichung mafgeblich beeinflussen.

Die duftere Kruste (10* g/cm3® < p < 4,3 - 10! g/cm?®)

Die oberste Schicht der duferen Kruste wird auch als Hiille oder Oberfliche des
Neutronensterns bezeichnet. Aufgrund der extrem starken Gravitation gibt es auf
der Oberfliche von Neutronensternen nur Berge, die wenige Millimeter grofs sind,
alle groferen Erhebungen wiirden unter ihrer eigenen Schwerkraft kollabieren. Auch
ein vorbeikommender Astronaut hitte daher gewisse Schwierigkeiten einen Erkun-
dungsgang auf einem Neutronenstern durchzufiihren.

Als der Ubergangsbereich zwischen der Atmosphire und dem Neutronenstern-
Kern ist die Kruste fiir den Transport und die Freisetzung thermischer Energie an
der Sternoberfliche von besonderer Bedeutung, und beeinflusst so indirekt auch den
beobachtbaren Fluss im Rontgen- und optischen Bereich. Hierbei ist vor allem die
Ladungszahl Z der in der Kruste auftretenden Kerne wichtig. Die elektrische Re-
sistivitdt, die ebenfalls von der Ladungszahl der Elemente in der Kruste abhéngt,
bestimmt die Ohmsche Dissipation des magnetischen Feldes. Die Zusammensetzung
der Kruste dufsert sich also auch in der dynamischen Entwicklung des Neutronens-
terns.

Die Masse der duferen Kruste ist hingegen nur von untergeordneter Bedeutung.
Die Dicke ist typerwischerweise von der Grofse 200 bis 500 m. Dabei sinkt der Anteil
der duferen Kruste mit wachsender Kompaktheit (M /R) des Neutronensterns, wie
in Abschnitt gezeigt werden wird.

Die dufiere Kruste beginnt bei kompletter Ionisation der Atome, die Elektro-
nen bilden dann ein entartetes Fermigas, das sich im (-Gleichgewicht mit den
umliegenden Atomkernen befindet. Wegen der vollstéindigen Ionisation kann die
Kruste als temperaturloses (7' = 0), kaltes Plasma betrachtet werden. Um die
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Coulomb-Wechselwirkung der Kerne untereinander und mit den Elektronen zu mi-
nimieren, ordnen sich die Kerne in einem festen Gitter an, von denen das kubisch-
raumzentrierte Gitter (siehe Abb. [CT), abgekiirzt bee-Gitter fiir ,body centered cu-
bic“, die energetisch giinstigste Form darstellt. Es wird sich zeigen, dass das Gitter
nur geringe Auswirkungen auf die Zustandsgleichung hat, aber zu Grundzustands-
kernen mit groferer Massenzahl A und Ladungszahl Z fiihrt.

a a

Abbildung 1.7: Die Elementarzelle eines kubisch-raumzentrierten (bcc)
Gitters mit Gitterkonstante a.

Die komplette Ionisation tritt ein, wenn der Abstand zwischen den Atomen
klein gegeniiber ihrer riumlichen Ausdehnung wird. Jeder Elementarzelle eines bce-
Gitters werden zwei Atomkerne zugeordnet, so dass mit der Gitterkonstanten a fiir
die Anzahldichte der Kerne ny gilt:

ny =2/d® . (1.10)

Fiir die Ausdehnung eines Atoms dient der Thomas-Fermi-Radius als gute Abschét-
zung,

r'rr = Qg Z_l/3 s (111)

wobei ay der Bohr-Radius, und Z die Ladungszahl des Atoms ist. Die Massendich-
te p ist im wesentlichen durch die Kerne gegeben, da die Elektronen (noch) als

nichtrelativistisch zu betrachten sind. Man erhilt mit der atomaren Masseneinheit

amu*

p~Any amu, (1.12)
so dass man folgenden Wert fiir die Dichte von °Fe bei a = 2 7y ermittelt:
pla =2rrp) =~ 3AZ g/em® < 10* g/cm” . (1.13)

Das heiRt bei einer Dichte von 10% g/cm? ist die notwendige Bedingung der kom-
pletten Ionisation fiir den Beginn der duferen Kruste erfiillt.

41 amu (englisch fiir ,,atomic mass unit*) ist 1/12 der Masse eines 12C-Atoms; 1 amu ~ 1,6605 -
1024 g.
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Bis zu einer Dichte von 8-10° g/cm? ist aufgrund der hochsten Bindungsenergie
aller Elemente des Universums die Kruste aus °°Fe-Kernen aufgebaut. Bei einer
Dichte von ~ 2 - 107 g/cm?® entspricht der Fermi-Impuls der Elektronen gerade
ihrer Masse, d. h. die Elektronen beginnen relativistisch zu werden. Nun stellen
(von der Dichte abhéngig) andere Elemente als Eisen, wie z. B. Nickel oder Zink,
den Grundzustand dar. Neutroneneinfangsreaktionen fithren dabei zum Auftreten
immer neutronenreicherer und exotischerer Kerne, die auch auferhalb des Tals der
(-Stabilitat liegen. Da alle moglichen Energieniveaus des entarteten Elektronengases
bereits besetzt sind, konnen hierbei sogar im Vakuum instabile Kerne auftreten, da
das Pauli-Verbot den (-Zerfall blockiert.

Die innere Kruste (4,310 g/cm? < p < 2-.10' g/cm?)

Die Kerne der duferen Kruste werden immer neutronenreicher, bis schlieflich keine
weiteren Neutronen mehr an den Kern gebunden werden kénnen. Bei einer Mas-
sendichte von pyp = 4,3 - 10 g/cm? ist der Neutronen-Drip erreicht. Nun ist das
baryochemische Potential so grofs, dass Neutronen aus den Kernen ,heraustropfen®
und ein Gas freier Neutronen bilden. Dies markiert das Ende der duferen und den
Beginn der inneren Kruste.

Demnach besteht die innere Kruste aus neutronenreichen Kernen, eingebettet
in einem Gas aus Elektronen und Neutronen. Die Kerne sind dabei nach wie vor
in einem Gitter angeordnet. Das neu hinzukommende Neutronengas ist bei Tem-
peraturen unterhalb von ~ 0,1 MeV wahrscheinlich in einem 'S, suprafluiden Zu-
stand [BP75, BP79), d. h. ohne jegliche innere Reibung und mit idealer Warme-
leitfahigkeit. Aufgrund verénderter spezifischer Warme und Neutrinoemissivitédt der
Kruste wird das Kiihlverhalten durch die Suprafluiditit stark beeinflusst. Das su-
prafluide Neutronengas in Verbindung mit der massiven Kruste dient auch zur Er-
klarung des Phénomens der ,Pulsar-Glitche“ [AT75], einer plotzlichen Verdnderung
der sonst hochprézisen Rotationsfrequenz eines Pulsars.

Bereits viele Jahre vor der Entdeckung des ersten Pulsars beschrieb Wheeler in
[HWW58| die Form hochdichter Materie, wie sie in der inneren Kruste vorliegt. Mit
einfachen semi-empirischen Massenformeln fiir die Kerne und einem Ausdruck fiir
die Energie des Neutronengases fand man bereits 1965 fiir den Neutronen-Drip mit
pnp =~ 310" g/cm?® [TCEH| eine Dichte sehr nahe an den heutzutage gemeinhin
ermittelten Werten. Es folgte die immer noch sehr bekannte Zustandsgleichung von
Baym, Bethe und Pethick [BBPT7I].

Die wesentliche Aufgabe zur Verbesserung der damaligen Arbeiten lag in der ver-
einheitlichten Beschreibung der Kernmaterie innerhalb der neutronenreichen Kerne
und dem Neutronengas auferhalb, es wurde ein einziger geschlossener Ausdruck
fiir die Energiedichte bendtigt. So kann die Masse der Kerne in der inneren Kruste
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nicht mehr wie im Vakuum berechnet werden: Es kommt zu einer nicht vernachlas-
sigbaren Wechselwirkung des Neutronengases mit den Kernen, an deren Oberfliche
sich z. B. zusétzliche Neutronen locker anlagern. Hier stellt die Arbeit von Negele
und Vautherin [NV73|, die das Hartree-Fock-Verfahren verwendeten, eine der her-
ausragendsten Berechnungen der inneren Kruste dieser Zeit dar. Die Modelle fiir
die innere Kruste konnen nach der verwendeten Vielkérper-Technik in drei grofie-
re Klassen unterteilt werden: Neben der bereits erwdhnten Hartree-Fock-Naherung
ist es auch moglich ein komprimierbares-Fliissigkeits-Tropfchen-Modell oder das
Relativistic-Mean-Field-Modell in der Thomas-Fermi-Nédherung zu verwenden (siehe
z. B. [She02]).

Bei Dichten von iiber 2-10' g/cm? sind alle Kerne komplett in ihre Bestandteile
aus Neutronen und Protonen aufgelst, womit die innere Kruste endet. Der Uber-
gangsbereich von Kernen zu homogener Kernmaterie, der in der untersten Schicht
der inneren Kruste stattfindet, ist dabei von besonderem Interesse, da hier die Ker-
ne in hochst exotischen Formen vorliegen [RPW83, [PR95|. Auch schon im Vakuum
und in der dufieren Kruste findet man Abweichungen von sphérischen Kernformen,
allerdings nur die bekannten geringfiigigen axialen und triaxialen Deformationen,
die zu einer stirkeren Bindung der Nukleonen fiihren. Mit ansteigender Dichte in
der inneren Kruste wird der Raumanteil der Kerne gegeniiber dem Neutronengas
zunehmend grofer, bis sich die Kerne bei p =~ 1/3 pg sogar zu beriihren beginnen.

Unter solch extremen Bedingungen muss zur Bestimmung des Grundzustandes
auch die Form der Kerne als thermodynamische Variable mit beriicksichtigt werden.
Die einfachsten vorstellbaren Geometrien neben der Sphére sind dabei parallele Sté-
be/Zylinder oder Platten aus Kernmaterie eingebettet in dem Gas aus Neutronen.
Bei diesen Geometrien spricht man auch von der Fleischball-, Spaghetti- und der
Lasagne-Phase, zusammenfassend von den nuklearen Pastaphasen. Es kommt zu
einem Wechselspiel aus Oberflichen-, repulsiver langreichweitiger Coulomb-, und
attraktiver kurzreichweitiger nuklearer Wechselwirkung je nach Volumen-Verhéltnis
der Kernmaterie zum Neutronengas.

Abhiéngig von der Gewichtung der einzelnen Energiebeitrige findet man die Ab-
folge Sphiren — Stidbe — Platten, bis die Kernmaterie schlieflich mehr Raum
einnimmt als das Neutronengas und deren Rollen vertauschen. Aus den mit Neu-
tronengas gefiillten plattenféormigen ,LLochern in der Kernmaterie werden wieder
Stdbe und dann Sphéren, die immer kleiner werden, bis bei p ~ 1/2 py der du-
Kere Neutronenstern-Kern erreicht wird, wo das Neutronengas schlieflich ganz ver-
schwindet und nur noch homogene Kernmaterie (Sauce) vorliegt. Im oberen Teil von
Abb. [CHist dieser Ubergang illustriert. Den Zustand der mit Neutronengas gefiillten
Locher in Kernmaterie (die sich ebenfalls in einem Gitter anordnen) bezeichnet man
dabei auch als die Schweizer-Kése-Phase. Bei einer anderen Wahl der Oberflichen-,
Coulomb- oder Bulk-Energie ist es aber auch moglich, dass nur einzelne oder sogar
gar keine dieser exotischen Phasen auftreten.
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Der #dufere Kern (2- 10 g/cm?® < p < prern)

Die noch in der inneren Kruste vorhandenen Kerne sind nun komplett in ihre Be-
standteile aus Neutronen, einem geringen Anteil an Protonen und Elektronen aufge-
16st und bilden als relativistische Fermifliissigkeit die Materie des dufseren Kerns. In
der Néahe nuklearer Grundzustandsdichte wird sowohl das Verhiltnis von Neutronen
zu Protonen, als auch die Zustandsgleichung durch die grundlegenden Eigenschaften
von Kernmaterie, wie der nuklearen Kompressibilitit K, der Symmetrieenergie Sy
oder der mittleren Bindungsenergie pro Nukleon bei Sattigungsdichte BE(py) fest-
gelegt. Im Labor ist es allerdings nur moglich nahezu symmetrische Kernmaterie,
d. h. Kernmaterie mit gleicher Anzahl an Neutronen und Protonen, zu untersuchen.
Zur Beschreibung der vorliegenden fast reinen Neutronenmaterie ist daher auch fiir
diesen Dichtebereich theoretische Extrapolation notwendig.

Die Elektronen sind zur Erhaltung der Ladungsneutralitit erforderlich. Bei aus-
reichend hohem elektrochemischen Potential erscheinen zusétzlich die ebenfalls ne-
gativ geladenen Myonen, die dabei einen Teil der Elektronen ersetzen.

Die Neutronenfliissigkeit ist moglicherweise eine 3 P, Suprafliissigkeit und die Pro-
tonen ein 1S, Supraleiter.

Der innere Kern (pxern < p)

Der innere Kern zeichnet sich dadurch aus, dass ab einer gewissen Dichte pgepp,
neben den im &dulkeren Kern vorhandenen, weitere exotische Teilchen auftauchen.
Es ergeben sich verschiedene Szenarien, die in Abb. dargestellt werden. Einen
Neutronenstern ohne diesen inneren Kern, der also nur aus Protonen, Neutronen,
Elektronen und evtl. Myonen besteht, bezeichnet man auch als ,traditionellen Neu-
tronenstern®.

Eines der Szenarien ist das Auftreten eines Bose-Einstein-Kondensats der leich-
testen Mesonen, der Pionen und/oder der leichtesten mit der Ladung ,Strangeness*
(Seltsamkeit) behafteten Teilchen, der Kaonen. Fast alle theoretischen Modelle sagen
das Erscheinen von Hyperonen (Baryonen mit Strangeness), wie z. B. dem A- oder
dem =~-Teilchen bei einer ungefihren Dichte p ~ (2—3)p, vorher, man spricht dann
von einem ,,Hyperonen-Stern“. Zur Herleitung der experimentell nicht bestimmbaren
Zustandsgleichung dieses Dichtebereichs konnen nur theoretische Modelle verwen-
det werden. Zum einen sind dies nichtrelativistische Viel-Teilchen-Theorien [FP&1]
APRI8, [BBSO0, VPR 00|, zum anderen relativistische nukleare Feldtheorien [SWS&6,
Gle85, SHSG02, SZ03).
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Abbildung 1.8: Mdgliche Strukturen und neuartige Phasen superdichter
Materie in Neutronensternen, deren Erscheinen aus den verschiedenen Theo-
rien vorhergesagt werden. Grafik entnommen aus [Web05)].

Quarkmaterie in Neutronensternen

Des Weiteren ist im innersten Bereich des Neutronensterns der Ubergang zu frei-
er Quarkmaterie, dem ,Quark-Gluon-Plasma“ (QGP) moglich. Bei extrem hohen
Dichten zersetzen sich die Protonen, Neutronen und eventuell vorhandene Hypero-
nen und Mesonen in ihre Bestandteile, den Quarks. Es bildet sich eine gemischte
Phase hadronischer Materie und kleiner Tropfchen aus Quarkmaterie. Solch einen
Neutronenstern mit gemischter Phase bezeichnet man als ,,Quark-Hybrid-Stern®.

Der Phaseniibergang zur Quarkmaterie fiihrt auf die mogliche Existenz einer
dritten Familie stabiler kompakter Sterne [GK00, SGST00, Sch05|. Mit Einsetzen
des Phaseniibergangs werden die entsprechenden Neutronensterne zunichst insta-
bil. Erst wenn bei ausreichend hohen inneren Dichten der Phaseniibergang komplett
vollzogen ist, so dass ein Kern aus reiner Quarkmaterie vorliegt, findet man in der
Masse-Radius-Beziehung einen neuen stabilen Abschnitt. Die Neutronensterne die-
ser dritten Familie besitzen dhnliche Massen wie traditionelle Neutronensterne, ha-
ben aber bei kleinere Radien. Die Erzeugung der dritten Familie ist nicht spezifisch
fiir den QCD-Phaseniibergang, sondern konnte durch jeden starken Phaseniibergang
erster Ordnung fiir Materie im [-Gleichgewicht erreicht werden.



Neutronensterne 28

Die Untersuchung der Phasenstruktur dichter, kalter Quarkmaterie hat die mog-
liche Existenz neuer Zustinde des QGPs hervorgebracht, die verschiedenen Arten
der Farb-Supraleitung [ATf01], [Ris04, RWBT06, [BS02]. Ahnlich wie Elektronen in
supraleitenden Metallen kénnen sich die Quarks eines kalten QGPs zu so genann-
ten ,Cooper-Paaren“ formieren, die bosonischen Charakter haben und ein Bose-
Kondensat bilden. Im Gegensatz zu den Elektronen herrscht zwischen den Quarks
eine attraktive, iiber Gluonen vermittelte Wechselwirkung. Bei den Elektronen sind
es hingegen erst die Phononen des Gitters, welche die Bildung der Cooper-Paare
verursachen.

Das QGP in einem Neutronensterns besteht neben den leichten ,,up“- und ,down‘-
Quarks, aus denen sich z. B. die Nukleonen zusammensetzen, auch aus den schwere-
ren ,strange“-Quarks, welche die Quantenzahl Seltsamkeit tragen. Da Quarks Fer-
mionen sind, hat jedes Quark neben der Farbladung noch die Projektion des Spins
als weiteren Freiheitsgrad. Es ergibt sich eine Vielzahl von Paarungsmdaglichkeiten,
von denen hier nur die zwei wichtigsten Formen der Farbsupraleitung beschrieben
werden sollen.

Bei mittleren Dichten, bei denen das QGP bereits erreicht ist, die Masse des
strange-Quarks aber noch beriicksichtigt werden muss, liegt die so genannte ,,2SC-
Phase“ vor. Hier bilden nur die up- und down-Quarks miteinander Cooper-Paare.
Bei grofseren Dichten kann auch das strange-Quark als masselos betrachtet werden,
und man findet die so genannte ,,CFL-Phase“. Nun konnen alle drei Quarkflavors
miteinander zu Paaren koppeln.

Das Phidnomen der Farbsupraleitung verdndert unter anderem die Zustandsglei-
chung und beeinflusst mafigeblich das Kiihlverhalten des Quarkkerns.

1.2.1 Seltsame Neutronensterne

Ein anderes Szenario sind die in Abschnitt [I bereits erwidhnten seltsamen Sterne
oder Quarksterne. Diese Sterne bestehen bis auf die dufere Kruste komplett aus
seltsamer Quarkmaterie, also aus Quarkmaterie, die neben up- und down-Quarks
auch strange-Quarks beinhaltet. Es wird davon ausgegangen (siehe z. B. [Web05]),
dass sich dem Kern aus Quarkmaterie, nur durch ein elektrisches Feld separiert,
die gewohnliche dufere Kruste anschlieft. In [JRS06| konnte aber gezeigt werden,
dass seltsame Sterne auch eine eigene Form der duferen Kruste besitzen konnten,
bei der die Kerne durch kleine Trépfchen seltsamer Quarkmaterie, so genannten
trangelets”, ersetzt werden wiirden.

Die Existenz seltsamer Sterne ist mit der so genannten ,Strange Matter Hypo-
thesis“ von Bodmer [Bod71] und Witten [Wit84] verkniipft, die besagt, dass selt-
same Quarkmaterie sogar stabiler als Kernmaterie oder Eisen ist, und somit fiir
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verschwindenden Druck den absoluten Grundzustand aller Materie im Universum
darstellt. Solche Sterne sind nicht allein durch die Gravitation, sondern auch durch
die starke Wechselwirkung gebunden und werden daher auch als ,selbstgebundene
Sterne bezeichnet. Diese andere Form der Bindung fiihrt zu einer eigenen Masse-
Radius-Beziehung, die sich von der gewohnlicher Neutronensterne unterscheidet.
Unter Vernachlédssigung der duferen Kruste beginnt die Masse-Radius-Beziehung
seltsamer Neutronensterne im Ursprung, d. h. es knnen beliebig kleine Radien und
Massen erreicht werden. Fiir selbstgebundene Sterne existiert somit keine minimale
Masse, wie dies fiir gewohnliche Neutronensterne, die nur durch ihre eigene Grav-
tiation gebunden sind, der Fall ist.

Seltsame Sterne haben kleinere Radien als gewohnliche Neutronensterne, sind
somit kompakter und konnen Rotationsperioden kleiner als 1 ms besitzen. Ansonsten
existieren fiir die Beobachtung seltsamer Sterne keine charakteristischen Merkmale,
die eine Differenzierung zwischen seltsamen und gewohnlichen Neutronensternen
erlauben. Bis heute ist weder auszuschlieken, dass alle Neutronensterne seltsame
Sterne sind, noch dass es liberhaupt einen einzigen seltsamen Stern gibt.

1.2.2 Akkretierende Neutronensterne

Ein Neutronenstern, der z. B. in einem bindren System Materie von seinem stel-
laren Partner akkretiert, unterscheidet sich in mehrerlei Hinsicht von einem nicht
akkretierenden Neutronenstern.

Bei der akkretierten Materie wird es sich grofitenteils um eine Mischung aus Was-
serstoff und Helium mit nur geringem Anteil schwererer Elemente handeln. Die mit
v ~ 0,6 c schnell einfallende Materie trifft auf den oberen Bereich der Atmosphire
und wird dort schlagartig abgebremst. In der Atmosphére sinkt das akkretierte Ma-
terial langsam weiter ins Innere, bis eine Dichte von 105 g/cm? erreicht wird, bei der
das Wasserstoff- und Heliumbrennen einsetzt. Die Akkretion und folgende nuklea-
re Fusion fiithrt zur Aufheizung der duferen Schichten auf typische Temperaturen
von (10® — 10%) K. Die hohe Temperatur verhindert, dass in dem Bereich unterhalb
der Atmosphire, in dem eigentlich die dufere Kruste beginnen wiirde, die Kerne
in einem Gitter fixiert werden konnen. Stattdessen sind die Kerne, wie die entarte-
ten Elektronen, in einer gasférmigen Phase und bilden einen neuen Abschnitt des
Neutronensterns, den so genannten ,Ozean“ [BB9§|. Die freiwerdende Energie der
Fusionsprozesse wird dabei durch die Elektronen sehr effektiv weitergeleitet, so dass
der Ozean nahezu isothermal ist. Ein akkretierender Neutronenstern verharrt somit
in einem dhnlichen Zustand wie der, in dem sich ein noch nicht abgekiihlter, junger
Neutronenstern (Stufe IV-V in Abb. [[4) befindet. Die das Gitter bildende Coulomb-
Energie wichst nach innen allerdings schneller als die thermische Energie, so dass
bei Dichten von 10° g/cm? die Schmelztemperatur die Temperatur des Ozeans iiber-
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steigt, und die Kerne in einem Gitter kristallisieren (vgl. Abschnitt 2Z32). Hier endet
der Ozean, ihm schliefit sich nun die bereits beschriebene dufiere Kruste an.

Uber Wirmeleitung wird auch der Kern des Neutronensterns aufgeheizt, der die
aufgenommene Wérme iiber Neutrino-Emission abgibt. Akkretierende Neutronens-
terne sind also in einem teilweise sehr komplexen thermischen Zustand aus Ener-
gieerzeugung, Warmetransport und Kiihlung. Bei ungleichméfiger Akkretion kann
es auch zu explosionsartigen Ausbriichen kommen, wenn z. B. lokal kurzzeitig die
Ziindungstemperatur des Kohlenstoffs {iberschritten wird, der in der ausgebrann-
ten Asche der akkretierten Materie reichlich vorhanden ist. Neutronensterne mit
ungleichméfiger Akkretion und instabiler Fusion sind im Réntgenbereich oft als
,X-Ray Burster“ beobachtbar. Mit Hilfe der Rontgenteleskope wie XMM-Newton,
Chandra oder dem geplanten XEUS-Satelliten ist eine detaillierte spektroskopische
Analyse solcher Bursts moglich, durch die auch Riickschliisse auf die Zusammenset-
zung der dufieren Schichten und eventuell sogar auf die Masse oder den Radius des
Neutronensterns gezogen werden konnen. So gelang es z. B. Cottam, Paerals und
Mendez [CPM02] rotverschobene Spektrallinien hoch ionisierter Elemente fiir das
sow mass X-ray binary* (bindres System geringer Masse mit Emission im Rontgen-
bereich) EXO 0748-676 nachzuweisen. Die Messung der gravitativen Rotverschie-
bung z erlaubt direkt das Verhéiltnis von Masse und Radius des Neutronensterns zu
ermitteln:

R S (1.14)

2GM
1 - Rc?

und stellt daher eine bedeutende Eigenschaft des Neutronensterns dar.

1.3 Motivation dieser Arbeit

Die Zustandsgleichung und Zusammensetzung der dufteren Kruste wurde urspriing-
lich von Baym, Pethick und Sutherland (BPS) bestimmt [BPS71]. Das BPS-Modell,
das im Kapitel 2l ausfiihrlich vorgestellt wird, ist giiltig fiir verschwindende Tempera-
tur (7" = 0), was eine gute Ndherung fiir nicht akkretierende kalte Neutronensterne
darstellt. An dieser klassischen Veroffentlichung orientieren sich auch die Berechnun-
gen dieser Arbeit, unter Verwendung zusitzlicher theoretischer Erweiterungen und
der neuesten Daten aus der experimentellen und theoretischen Kernphysik. Die spa-
ter vorgestellten Ergebnisse basieren dabei direkt auf den einerseits im Experiment
ermittelten und andererseits in der Theorie vorhergesagten Massen neutronenreicher
Kerne. BPS bestimmten die Zustandsgleichung und die Sequenz der Kerne, die in der
auferen Kruste auftauchen, mit der nuklearen Massentabelle des Tropfchenmodells
von Myers und Swiatecki [MS66], entstanden in der Mitte der 60er Jahre.
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1989 folgte die Verdffentlichung [HZD89| von Haensel, Zdunik und Dobaczweski
(HZD). Zur Aktualisierung der Ergebnisse von BPS verwendeten sie zwei verschie-
dene Kernmodelle, zum einen eine Skyrme-Hartree-Fock-Bogolyubov-Rechnung in
sphérischer Naherung fiir den Parametersatz SkP [DET84] und zum anderen ein
neueres Tropfchenmodell von Myers [Mye77].

Haensel und Pichon (HP) nutzten 1994 in [HP94] mit der atomaren Massen-
tabelle von Audi und Wapstra [AW93| neben den theoretischen Modellen erstmals
verstirkt experimentelle Daten zur Bestimmung der Sequenz der Kerne in der du-
Beren Kruste. Fiir Kerne mit unbekannter Masse betrachteten sie das Tropfchenmo-
dell von Moller und Nix [MN8§| und die theoretische Massenformel von Aboussir et
al. [APDT92].

Eine Zusammenfassung und Riickblick auf bisherige Arbeiten zur inneren und
dufleren Kruste akkretierender und nicht akkretierender Neutronensterne kann in
[HaeOT]| gefunden werden.

In dieser Arbeit soll unter Verwendung der aktuellsten und modernsten expe-
rimentellen und theoretischen Kerndaten die Ergebnisse von BPS, HZD und HP
auf den gegenwirtigen Stand der Forschung gebracht, und die Eigenschaften der
duferen Kruste nicht akkretierender kalter Neutronensterne neu untersucht werden.
Hierbei sind die beiden wesentlichen Aspekte zum einen die Sequenz der in der
Kruste auftretenden Kerne und zum anderen die daraus resultierende Zustandsglei-
chung. Aus der Zustandsgleichung kann wiederum die Masse-Radius-Beziehung der
Kruste bestimmt werden, welche die grundlegendste beobachtbare Eigenschaft eines
Neutronensterns darstellt.

Es zeigt sich, dass in dieser speziellen, hochdichten Umgebung viele solcher Ker-
ne auftreten, die unter normalen Bedingungen duflerst kurzlebig und nur schwer zu
erzeugen sind. In der Nuklidkarte in Abb. ist eine, wie sich zeigen wird, typische
Sequenz an Kernen, die in der dufseren Kruste auftreten, eingezeichnet. Farblich wird
in der Nuklidkarte zwischen stabilen, bereits gemessenen instabilen, und instabilen
Kernen unterschieden, fiir welche die Massenbestimmung mit dem Zukunftsprojekt
sFacility for Antiproton and Ton Research* (FAIR)® an der Gesellschaft fiir Schwe-
rionenforschung (GSI) in Darmstadt moglich wird.

Die experimentelle Massenbestimmung deckt bisher nur einen kleinen Teil aller
eventuell auftretenden Nuklide ab, und so muss zuséitzlich auf theoretische Modelle
der Kernstrukturphysik fiir die Massenbestimmung zuriickgegriffen werden. Hierfiir
wird eine Vielzahl an, auf unterschiedlichen Theorien basierenden, Kernmodellen
verwendet, um die Unterschiede dieser Modelle zu studieren und miteinander verglei-
chen zu konnen. Es sollen die Auswirkungen der unterschiedlichen Vorhersagen fiir
die Massen der Kerne auf die Eigenschaften der duferen Kruste analysiert werden.

Shttp://www.gsi.de/fair
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Abbildung 1.9: Karte der Nuklide mit Protonenzahl Z in Abhéngigkeit
von der Neutronenzahl N. Schwarze Quadrate: Absolut stabile Kerne; grau:
instabile Kerne mit bekannter Masse; dunkelblau: gegenwéartige Messungen
am FRS-ESR der GSI, hellblau: zukiinftige Messungen nach der Fertigstel-
lung von FAIR; hellgriin: beispielhafte Sequenz der Kerne in der duferen
Kruste nicht akkretierender kalter Neutronensterne. Rot bzw. schwarz um-
randete Gebiete zeigen Kerne, die im rp- bzw. p-Prozess auftauchen, blaue
Linien markieren die bekannten magischen Zahlen, die Schalenabschliisse
darstellen.

Die 20 verschiedenen untersuchten theoretischen Kernmodelle und experimentellen
Daten werden in Kapitel Bl ausfiihrlich vorgestellt und beschrieben.

Es ist das erste Mal, dass solch eine grofe Anzahl an Kernmodellen hinsichtlich
der ,Neutronen-Dripline“®, magischer Zahlen, der Zustandsgleichung, der Zusam-
mensetzung und der Masse-Radius-Beziehung der duferen Kruste im Detail mitein-
ander verglichen werden. Auferdem finden das erste Mal relativistische Kernmodelle
zur Untersuchung der duferen Kruste Verwendung. Des Weiteren werden Auswir-
kungen des Pairings, der Deformationen von Kernen und der den Kernmodellen
zugrunde liegenden Theorien im Detail betrachtet. Diese direkte Studie der theore-

6 Als Neutronen-Dripline bezeichnet man die Grenze in der Nuklidkarte, hinter der Kerne instabil
gegeniiber der Emission von Neutronen werden, die exakte Definition ist in Unterabschnitt
gegeben. In Unterabschnitt L0 wird gezeigt, dass der Grundzustandskern beim Erreichen des
Neutron-Drips immer ein Kern der Neutronen-Dripline ist.
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tischen Kernmodelle anhand der Anwendung auf die dufere Kruste stellt eine der
zentralen Aufgaben dieser Arbeit dar.

Wie in Abb. erkennbar, beginnen Forschungseinrichtungen wie FAIR an der
GSI, TRIUMFs ,Isotope Separator and Accelerator” (ISAC-II)” und das ,Rare Isoto-
pe Accelerator (RIA)® Projekt mit der experimentellen Massenbestimmung in den
fiir die dufere Kruste besonders wichtigen Bereich hochst kurzlebiger, neutronen-
reicher Kerne vorzudringen. Es ist zu erwarten, dass durch die zukiinftige Messung
bisher unbekannter Nuklide die tatsidchliche Sequenz der Kerne allein aus dem Ex-
periment abschliefend bestimmt werden wird. Die hier vorgestellten Ergebnisse sind
in dieser Hinsicht auch ein Test der Vorhersagekraft der theoretischen Modelle.

Die Zusammensetzung der duferen Kruste beeinflusst einige der Beobachtungs-
groken eines Neutronensterns und spielt bei der Abkiihlung und Evolution vom
Proto-Neutronenstern zum kalten Neutronenstern eine wichtige Rolle. Die von der
Zusammensetzung abhingigen Phinomene wurden bereits in Unterabschnitt
vorgestellt.

Die Zustandsgleichung der &uferen Kruste ist besonders fiir Neutronensterne
mit geringer Masse von Bedeutung. Nach Erweiterung des BPS-Modells auf end-
liche Temperaturen ware die Zustandsgleichung geringer Dichte auch ein wichti-
ger Bestandteil der Beschreibung von Neutronenstern-Kollisionen und Kernkollaps-
Supernovae.

"http://www.triumf.info
8http://www.orau.org/ria
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Kapitel 2

Das BPS-Modell

In diesem Kapitel wird zunéchst das Modell zur Beschreibung der duferen Krus-
te von nicht akkretierenden kalten Neutronensternen von G. Baym, C. Pethik und
P. Sutherland aus dem Jahre 1971 [BPSTI]| vorgestellt. AnschlieRend wird das ver-
wendete Verfahren zur Bestimmung des Grundzustands und die Eigenschaften der
Ubergangspunkte zwischen verschiedenen Grundzustandskernen erliutert. In den
letzten beiden Abschnitten werden die Korrekturen des Modells hoherer Ordnung
eingefiihrt und die Stabilitit des Gitters diskutiert.

2.1 Das urspriingliche BPS-Modell

Die Materie sei aus Kernen mit Massenzahl A und Ladungszahl Z zusammenge-
setzt. Ist ny die Anzahl der Kerne pro Volumeneinheit, dann ergibt sich die totale
Energiedichte des Systems zu:

ot (A, Z,ny) =ny(Wy + W) + €, (2.1)

wobei Wy die totale Masse eines isolierten Kerns, W}, die Gitterenergie pro Kern
und €, die Energiedichte der Elektronen ist.

2.1.1 Die Energiedichte der freien Elektronen

Mit der Energie eines einzelnen Elektrons, die geméfl der relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung aus der Elektronenmasse m. und dem Impuls & bestimmt wird,

E(k) = k2 +m2ct, (2.2)

34
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lasst sich €. als freies Elektronengas in Abhéngigkeit vom Fermi-Impuls der Elek-
tronen k. berechnen:

8w ke
(k) = E(k)k*dk
k) = o | B
_ 8 /ke(kQCQ + m204)1/2/{:2d/{:
(2wh)3 J, ¢
micd
= 3 ;hg [(22° + 2)(1 + 2?2 — arcsinh(z)] | 2.3
s
(2.4)
mit dem Relativitdtsparameter
T = ke/mec (2.5)

und dem Planckschen Wirkungsquantum %. Der Fermi-Impuls bestimmt auch die
Dichte der Elektronen n.:

k‘3
- 3m2h3

(2.6)

Ne

Sterne sind durch die Gravitation gebunden und miissen, um stabil zu sein, und
nicht aufgrund der langreichweitigen, repulsiven Coulomb-Krifte zu explodieren,
globale Ladungsneutralitit erfiillen. In dieser Rechnung wird auch lokale Ladungs-
neutralitit angenommen:

Ne = Zny , (2.7)

so dass €, mit Hilfe der Glg. (23)-(27) letzten Endes als Funktion von Z und ny
ausgedriickt werden kann: e, = €.(Z, ny).

2.1.2 Die Kernmasse

Die Masse eines Kerns erhilt man aus:
Wy =m,N +m,Z — bA , (2.8)

wobei N = A—Z die Neutronenzahl und b = B(A, Z)/A die nukleare Bindungsener-
gie B pro Nukleon des vollstindig ionisierten Kerns ist. Die Bindungsenergie ist die
einzige nicht bestimmbare, unbekannte Gréfse im BPS-Modell, die fiir die Berech-
nung benétigt wird. Hier wird entweder auf experimentelle Daten oder theoretische
Modelle zuriickgegriffen, welche im Kapitel Bl im Detail vorgestellt und erldutert
werden. Von den Kernmodellen wird fiir die Massenzahl A und Ladung Z die kor-
respondierende Bindungsenergie pro Nukleon b(A, Z) bendtigt.
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2.1.3 Die Gitterenergie

Die Gitterenergie beschreibt die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen und Ker-
ne. Fiir gegebene Dichte der Kerne mit Ladung Z stellt ein kubisch-raumzentriertes
Bravais-Gitter (bce-Gitter) die energetisch giinstigste Gitterform dar. Um die Git-
terenergie zu berechnen, unterteilt man den bce-Kristall zweckméfigerweise in so
genannte ,Wigner-Seitz-Zellen“ nach dem Verfahren von Eugene Paul Wigner und
Frederick Seitz [WS33, WS34|. Die Wigner-Seitz-Zelle ist eine spezielle Elementar-
zelle eines Kristallgitters, die nur einen Gitterpunkt in ihrem Zentrum enthilt. Fiir
diesen Gitterpunkt werden die Verbindungsstrecken zu den Nachbarpunkten durch
Normalebenen halbiert. Der durch diese Normalebenen begrenzte dreidimensionale
Korper ist die Wigner-Seitz-Zelle, seine Oberfliche besteht fiir das bee-Gitter aus
Sechsecken und Quadraten, wie in Abb. Z1l zu erkennen ist.

Abbildung 2.1: Wigner-Seitz-Zellen des bce-Gitters.

In der Wigner-Seitz-Niaherung wird jede Zelle als Sphéire mit Radius R, der
ungefihr der halben Gitterkonstanten a entspricht, die mit Glg. (LI0) durch die
Dichte der Kerne gegeben ist:

9 1/3 S 1/3
= [ = = —R? ~2R. 2.9
o= () = (57 29

Die Wigner-Seitz-Zelle ist per Konstruktion elektrisch neutral. Vernachléssigt man
Wechselwirkungen zwischen den Wigner-Seitz-Zellen, so ist die Gitterenergie pro
Kern gerade die Coulomb-Energie einer Wigner-Seitz-Zelle, die sich aus dem elek-
trischen Feld

B(r) = 2 (i - %) (2.10)

4dmeg \ 12
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berechnen lasst:

W, = E—O/EQdV (2.11)
2 \%

9 Z2%¢?
54mega

Q

In einer detaillierten numerischen Rechnung erhalten Coldwell-Horsfall und Mara-
dudin [CHM60] folgenden speziellen Vorfaktor:

ZQ 2
W, = —1,81962 = . (2.12)
TEQQ
Mit Hilfe der Feinstrukturkonstante
e 1
— - 2.13
“ dmeg he’ (2.13)

«wl

sei hier die Gitterenergie noch einmal in ,natiirlichen“" Einheiten angegeben:

Wy, ~ —0,46684 Z°3 am, x . (2.14)

Vergleicht man die zur Gitterenergie gehérende Energiedichte e, = nyWp mit der
Energiedichte der Elektronen €, (Glg. (23)), so findet man mit Glg. (7):

€L

~ 046684 2% aCm, x (2.15)
€e €e
{—0,4722/3ax<<1, fiir r < 1

. 2.16
—0622%a <1, firz>1 (2.16)

Die Gitterenergie stellt also nur eine kleine Korrektur zur Gesamtenergiedichte dar.

2.1.4 Druck des Systems

Fiir die weitere Rechnung muss auch der Druck des Systems bestimmt werden. Mit
Hilfe der thermodynamischen Beziehung:

O(€tot /0
pny Aoo/m)]
Ty Z.A

)

(2.17)

In einem System natiirlicher Einheiten werden die jeweiligen grundlegenden Naturkonstanten
gleich eins und dimensionslos gewé&hlt. In der Hochenergiephysik werden Lichtgeschwindigkeit und
Plancksches Wirkungsquantum gleich eins gesetzt, so dass alle Einheiten als Potenzen der Einheit
der Energie (eV) ausgedriickt werden konnen.
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in der die Baryonendichte
ny = Any (2.18)
Verwendung findet, ergibt sich aus Glg. (1))

1
P:Pe+§WLnN . (219)
Der Druck des Systems wird also nur durch die Elektronen und den negativen Druck-
beitrag des Gitters generiert, die Kerne erzeugen keinen Druck, da diese fest an den
Gitterpunkten sitzen.

Der Druck der Elektronen P. kann iiber folgenden thermodynamischen Zusam-
menhang einfach bestimmt werden:

P. = pene — €., (2.20)

und ist somit nur von n. abhingig: P, = P.(n.). Hierbei bezeichnet u. das elek-
trochemische Potential, also die Energie, die benétigt wird, um dem System ein
Elektron hinzuzufiigen. Fiir ein entartetes Fermigas entspricht . der Energie des
Elektrons im hochsten besetzten Zustand, dessen Impuls gerade der Fermi-Impuls
ist:

pe = E(ke) = \/k2c? + m2ct | (2.21)

da alle tieferliegenden Energieniveaus aufgefiillt sind.

2.1.5 Bestimmung des Grundzustandes

Analog zu Glg. (ZI8) stellt der negative Druckbeitrag, der von der Gitterenergie
herstammt, nur eine kleine Korrektur zum Gesamtdruck dar. In erster Ndherung ist
der Druck des Systems also durch den Druck der freien Elektronen gegeben. Der
Druck in einem Stern ist wiederum eine monoton wachsende Grofse mit dem Ab-
stand zur Oberfliche, so dass die Dichte der Elektronen beim Ubergang von einer
Sorte Kerne zur néchsten, (A, Z) — (A, Z'), in erster Ndherung ebenfalls kontinu-
ierlich verlaufen muss. Dies hat wiederum zur Folge, dass es bei den Ubergéingen zu
Unstetigkeiten in der Baryonen- und der Massendichte

P = €01/ (2.22)

4_4 (2.23)
"e\z 7)) '

Ap  Anmy,  Z/A
p ny  ZJA

kommt:

3
=
|
3
S
12

—1. (2.24)
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Aufgrund dieser Dichtespriinge miisste, um den Phaseniibergang korrekt zu beschrei-
ben, eine Maxwell-Konstruktion fiir P(n;,) durchgefiihrt werden.

Exakter wire die Beschreibung durch eine Gibbs-Konstruktion, bei der die stren-
ge Forderung lokaler Ladungsneutralitiat aufgehoben wird (siehe z. B. [GIe(0]). Statt-
dessen beschréinkt man sich auf globale Ladungsneutralitit, die zum Auftreten einer
gemischten Phase und einem kontinuierlich ablaufenden Phaseniibergang in x;, und
p fiihrt. Dies hiitte ein gemischtes Gitter im Ubergangsbereich zur Folge, das mit
dem hier vorgestellten BPS-Modell nicht mehr beschrieben werden kann, weshalb
die einfachere Bedingung lokaler Ladungsneutralitit beibehalten wird. Auf mogliche
gemischte Phasen wird in Abschnitt 22T ndher eingegangen.

Eine einfache Methode, welche die Maxwell-Konstruktion beinhaltet, ergibt sich,
wenn anstatt der Baryonendichte n, der Druck P als unabhéngige Variable behan-
delt wird. In diesem Fall ist die freie Enthalpie (Gibbsches Potential) G(T, p, N,)
das geeignete thermodynamische Potential. Im Gleichgewicht gilt dG = 0, G ist
minimal. Mit der Gibbs-Duhem-Relation

G = upNy (2.25)
fiir das baryochemische Potential u,, folgt bei festgehaltener Baryonenzahl N,:
duy =0, (2.26)

wp wird minimal. Das baryochemische Potential kann aus Glg. (1)) und (2I9) mit
Hilfe des folgenden thermodynamischen Zusammenhangs bestimmt werden:

o+ P
gy = & tnj (2.27)
Wi + 2Wr + Zpe
-y = 3AL . (2.28)

Um bei gegebenen Druck den Grundzustand zu finden, wird zunichst iiber eine
Nullstellensuche bei festgehaltenem A und Z aus Glg. (Z19) p. bestimmt, das wie-
derum die restlichen Gréfsen des Systems wie p, n, und auch p, festlegt. Dies wird fiir
alle verfiigbaren Kerne eines Kernmodells durchgefiihrt, um so das baryochemische
Potential hinsichtlich der Massenzahl A und Ladung Z zu minimieren.

Fiir jedes Modell beginnt die Rechnung bei einem Druck von P = 9,744 - 10'8
dyne/cm?, was einer Dichte von p ~ 1,044 - 10* g/cm?® entspricht. Diese speziellen
Werte sind die gleichen Anfangswerte wie in Ref. [BPS7I]|. Des Weiteren ist bei
dieser Dichte die in Abschnitt hergeleitete Bedingung vollstindiger Ionisation
des Eisens erfiillt (siehe Glg. (LI3)), was den Beginn der dukeren Kruste markiert.

Der Druck, und damit auch die Dichte, wird kontinuierlich erhéht und jedes Mal
der zugehorige Grundzustandskern ermittelt, bis der Neutronen-Drip erreicht ist.
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Abbildung 2.2: Diverse Zustandsgrofen berechnet fiir das Kernmodell
FRDM im Bereich der Uberginge von 5Ni zu %Ni und von %Ni zu %Kr, die
durch Punkte gekennzeichnet sind. Der Druck P und das baryochemische
Potential ;i verlaufen iiber die Uberginge hinweg stetig; s hingegen nur
bei gleichbleibendem Element Z. p und n; sind bei jedem Ubergangspunkt
unstetig.

Dies geschieht, abhéingig vom verwendeten Modell, bei einer Dichte von p =~ 4,3-10!!
g/cm?® und kennzeichnet das Ende der duferen Kruste.

Das erste freie Neutron erscheint, wenn der Fermi-Impuls der Neutronen £, einen
nicht verschwindenden Wert annimmt. Vernachldssigt man die vorhandene, aber
schwache Wechselwirkung der Neutronen mit den Kernen, und betrachtet die Neu-
tronen als freies Gas, so geschieht dies genau dann, wenn gilt:

Wy = My, (2.29)

da Neutronen nur die Ladung Baryonenzahl tragen. Wenn die attraktive Wechsel-
wirkung des Neutronengases mit den Kernen stirker wire als die repulsive Wech-
selwirkung der freien Neutronen untereinander, so wiirde der Neutronen-Drip tat-
séchlich geringfiigig friither erreicht werden. Da dies in den vorliegenden Berechnun-
gen allerdings nicht beriicksichtigt werden kann, wird im Folgenden der Begriff des
Neutronen-Drips gemif Glg. ([Z29) verwendet.
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Abbildung 2.3: dy;,/OP fiir das Kernmodell FRDM im Bereich der Uber-
giange von %Ni zu %Ni und von %Ni zu %Kr. Die Unstetigkeiten, die Pha-
seniiberginge erster Ordnung signalisieren, sind deutlich zu erkennen.

Das hier dargestellte Verfahren wird fiir eine Vielzahl unterschiedlicher theoreti-
scher Kernmodelle, die in Kapitel Bl beschrieben werden, jeweils aufs Neue iiber den
gesamten Dichtebereich durchgefiihrt.

Um den Ubergangspunkt eines Grundzustandskerns zu einem anderen prizise
zu bestimmen, ist weiterer numerischer Rechenaufwand notwendig. Die Minimie-
rung muss innerhalb eines Such-Algorithmus’ fiir jeden Druck in der Umgebung
des Ubergangspunktes erneut durchgefiihrt werden, bis dieser mit der erwiinschten
Genauigkeit bestimmt wurde.

Bei der verwendeten Methode sind der Druck P und das chemische Potential 1,
bei den Ubergéngen von einer Sorte Kerne zur niichsten stetig. Da der Druck P nur
eine Funktion von Z und g, ist, gilt, dass p., und damit auch n., stetig verlauft,
wenn sich die Ladungszahl Z beim Ubergang nicht éndert, ansonsten kommt es auch
hier, wie fiir p und ny, zu Unstetigkeiten. Abb. zeigt fiir das Kernmodell FRDM
(siehe Kapitel B)) die Ubergiéinge von %Ni zu %Ni und von ®Ni zu ®Kr, an denen
das beschriebene Verhalten gut erkennbar ist.

Nach Nolting [Nol05| ist ein Phaseniibergang erster Ordnung dadurch gekenn-
zeichnet, dass die ersten Ableitungen der freien Enthalpie G(T, P) beim Ubergang
unstetig sind. Mit Glg. (225 folgt:

), -5(),

In Abb. ist die charakteristische Groke du,/OP fiir das Kernmodell FRDM
erneut im Bereich der Uberginge von %Ni zu %°Ni und %°Kr dargestellt. Aufgrund
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der erkennbaren Unstetigkeit handelt es sich also bei dem Ubergang von einem
Grundzustandskern zum néchsten um einen Phaseniibergang erster Ordnung, wobei
sich nun natiirlich die Frage nach einer moglichen gemischten Phase stellt.

2.2 Erweiterung des BPS-Modells

2.2.1 Mogliche gemischte Phasen

C. J. Jog und R. A. Smith betrachteten in ihrer Arbeit ,Mixed lattice phases in cold
dense matter” [JS82] eine gemischte Phase aus zwei sich gegenseitig durchdringenden
kubischen Gittern verschiedener Kerne (A, Z7) und (A’, Z’). Sie zogen dabei vier
verschiedene Gittertypen in Erwdgung: Kubisch-flichenzentriertes Gitter (fcc) mit
(A, Z) auf den Flichenmitten und (A’, Z’) an den Ecken, kubisch-raumzentriertes
Gitter (bec) mit (A, Z) an den Ecken und (A’, Z’) in der Mitte, hexagonal-dichteste
Kugelpackung (hcp) mit abwechselnden Schichten (A, Z) und (A’, Z’), und kubisch-
primitives Gitter (sc) mit jedem (A, Z) umgeben von (A, Z’). Fiir die Berechnung
verwendeten sie die Kerne, die Baym Pethick und Sutherland [BPS71] in ihrer Arbeit
von 1971 fanden. Da das (bcc)-Gitter gegeniiber den anderen drei am stirksten
gebunden ist, tritt ausschlieflich das selbige als stabile gemischte Phase auf. Beinahe
zwischen jeden Kernsorten wird das gemischte Gitter bevorzugt, allerdings nur in
einem sehr kleinen Bereich der Grofenordnung AP = 10~*P um den Druck P, bei
dem der Ubergang stattfindet. Dies korrespondiert zu einer riumlichen Dicke der
Ubergangsschicht von nur wenigen mm. Fiir die Zustandsgleichung und die Masse-
Radius-Beziehung scheint das Hinzufiigen der Mischphase also unerheblich zu sein,
und rechtfertigt die weitere Rechnung mit den Phaseniibergéingen erster Ordnung
ohne die gemischten Phasen.

Allerdings muss angemerkt werden, dass Jog und Smith ein sehr eingeschrénk-
tes Modell verwendeten, da das Verhéltnis der Dichte der Kerne (A, Z) zur Dichte
der Kerne (A’, Z') iiber den gesamten Phaseniibergang durch die vorgegebenen Git-
tertypen fixiert war. Eine Relaxierung in dieser Hinsicht kénnte zu einer wesentlich
ausgedehnteren gemischten Phase fiihren, was bisher jedoch von niemandem genauer
untersucht wurde.

2.2.2 Atomare Bindungsenergien

Fiir Glg. (28) werden nukleare Bindungsenergien komplett ionisierter Kerne beno-
tigt. Hierfiir wird unter anderem der Audi-Wapstra-Katalog von 2003 [AWT03] ver-
wendet, bei dem es sich um eine umfassende Kompilation experimentell bestimmter
Bindungsenergien handelt. Die tabulierten Bindungsenergien pro Nukleon beziehen



Das BPS-Modell 43

sich jedoch auf totale Massen M (A, Z) neutraler Atome, die sowohl die Ruhemas-
sen der Protonen, Neutronen und Elektronen als auch die nuklearen und atomaren
Bindungsenergien beinhalten. Neben den Ruhemassen muss daher noch die atoma-
re Bindungsenergie der Elektronen B, subtrahiert werden. In [LPT03] wird hierfiir
folgende empirische Formel angegeben:

Bu = (14,43812%% 4 1,55468 - 107525%) &V . (2.31)

B, stellt nur eine kleine Korrektur dar, die oftmals sogar unter der Genauigkeit der
experimentellen Massenbestimmung liegt. In [BPS71]| wurde auf die Korrektur durch
die atomare Bindungsenergie verzichtet, da diese aufserdem von ungefdhr gleicher
Grofenordnung, aber entgegengesetztem Vorzeichen wie die noch zu besprechende
Screening-Energie (siehe Abschnitt E2ZZ3]) ist.

Der fiir diese Arbeit besonders interessante Bereich der Neutronen-Dripline ist
experimentell grofitenteils noch nicht zugénglich, so dass neben den Audi-Wapstra-
Daten auf theoretische Kernmodelle zuriickgegriffen wird. Da fast jedes theoretische
Kernmodell an experimentell bestimmten Bindungsenergien angepasst wird, und
dafiir ebenfalls oft atomare Bindungsenergien Verwendung finden, miissten auch
die theoretischen Modelle um B,; korrigiert werden. Bei den meisten theoretischen
Modellen wird allerdings nicht zwischen atomaren und nuklearen Bindungsenergien
unterschieden.

Aus diesem Grund wird fiir die folgenden Rechnungen diese Korrektur ausschliefs-
lich auf den Audi-Wapstra-Katalog angewandt, wo auch explizite Angaben zur ver-
wendeten Form der Bindungsenergie gemacht werden:

baw = % (ZM('H) + Nm, — M(A, 2)) . (2.32)

Somit ist hier zwar fiir jedes Proton bereits die atomare Bindungsenergie des Was-
serstoffatoms (die Rydbergenergie) herausgerechnet, allerdings nicht die gesamte
Ionisationsenergie. Die gewiinschte Form der Bindungsenergie ergibt sich nun zu:

1

Z
b=baw + = (m, — M(*H)) — T

B . 2.
T el (2.33)

2.2.3 Die Screening-Energie

Bereits im Jahre 1961 beschrieb E. E. Salpeter in seiner Arbeit ,,Energy and Pressure
of a Zero-Temperature Plasma“ [Sal61] hohere Korrekturen zur Gitterenergie W,.
Aufgrund der damals sehr beschrinkten Rechenkapazititen mussten Baym, Pethick
und Sutherland 1971 auf diese Erweiterungen verzichten. Heutzutage, nach 30 Jah-
ren technologischem Fortschritt, stellt die Implementierung dieser Korrekturen kein
Problem mehr dar.
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Aufgrund von Abschirmungseffekten kommt es zu geringfiigigen Abweichungen in
der gleichformigen Verteilung der Elektronen. Durch eine leicht erhohte Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit der Elektronen in der Ndhe der Ionen erhélt man einen ebenfalls
negativen Korrekturterm zur Gitterenergie, die so genannte Screening-Energie:

162 [ 4\ [ e \° [
Wse = ——o [ — — ) 778 = 2.34
5 175 (9#) (471’60) (he)? (2:34)

e? \? U
~ 02513 ( — | 273 2.35
’ (471’60) (he)? (235)
Nach Glg. (2I7) erzeugt diese Energie auch einen Druck, den Screening-Druck:
1 k.c

Po. = —ny W€ . 2.36
S 3nN S i ( )

Unter Verwendung natiirlicher Einheiten ergibt sich fiir die Screening-Energie:
Wse ~ —0,250223, . (2.37)

Dies kann mit der atomaren Bindungsenergie B.; aus Glg. (231]) verglichen werden,
die ungeféhr die gleiche Abhingigkeit von 7 zeigt:

Wse —0,06 He
~ 047 77 —— . 2.38
B.; ’ MeC2 ( )

Erst im relativistischen Grenzfall beginnt die Screening-Energie gegeniiber der ato-
maren Bindungsenergie an Bedeutung zu gewinnen. Dies rechtfertigt weiterhin unser
Vorgehen, dass die theoretischen Kernmodelle, die wie sich zeigen wird, erst bei ho-
hen Dichten Verwendung finden, nicht um die atomare Bindungsenergie korrigiert
werden.

Vergleicht man die Screening-Energie mit der Gitterenergie W, aus Glg. BXT4 so
erhalt man:

”Sc He 2
~ (542 723 2.39
Wi " mex @ (2.39)

{0,54 22Bafr,  fire < 1

. 2.40
0,54 7?80 < 1, firz>1 (2.40)

Die Screening-Energie stellt also den néchsthoheren Korrekturterm zur Energiedich-
te der Elektronen nach der Gitterenergie dar.

2.2.4 Die Austauschenergie

Bisher wurde die Fermi-Dirac-Statistik in Bezug auf die kinetische Energie der Elek-
tronen, aber nicht in Bezug auf den Effekt, den antisymmetrische Wellenfunktionen
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auf die elektrostatische Wechselwirkungsenergie haben, beriicksichtigt. Berechnet
man mit total antisymmetrischen Wellenfunktionen die elektromagnetische Wech-
selwirkung zwischen Paaren von Elektronen, so kann man zwischen ,direkten” und
,2Austauschtermen unterscheiden. Die Summe aller direkten Terme ergibt eine Ener-
gie, die exakt der Coulomb-Energie einer klassischen Ladungsverteilung mit der
Dichte der Elektronen entspricht. Diese Beitrige sind in der Gitterenergie W be-
reits mit beriicksichtigt. Die bisher fehlenden Austauschterme werden in der Aus-
tauschenergie W, zusammengefasst. Zunichst wird das Matrixelement der elektro-
magnetischen Wechselwirkung zwischen einem Paar (antisymmetrischer) Elektronen
als ebene Wellen mit Impuls p; und ps berechnet. Anschliefend werden jeweils p,
und p, iiber das Innere der Fermikugel mit Radius pr, im Impulsraum gemittelt.
Des Weiteren wird noch eine Mittelung iiber den Spin der Elektronen durchgefiihrt.
Die Mittelung iiber die Impulse fiihrt zu einem komplizierten Doppelintegral, das
jedoch analytisch gelost werden kann:

6 = x+V1+a?
1 19 9 2
o) = i [q+3(9 - ) mo-ompr - (4 )

s em)

Wg, = —Z4iozm602x¢(x). (2.41)
T

Auch die Austauschenergie erzeugt einen zusitzlichen Druckbeitrag zum Ge-
samtdruck P:

mec? x
Pg, = —nyWg, —nnZoa—— [ 1 + ——
E NNWEgs — NN a167m:2( + ﬁ+IQ)

1 2
{—(ﬁ w)*ﬁxﬁ+“m<@‘ﬁ+®]'

Im nichtrelativistischen Grenzfall (z < 1) lauft ¢(z) gegen 1, und man erhalt
fiir WEm:

(2.42)

3
Wg;r) = —Zﬂa mec®x . (2.43)

Beim Ubergang zum relativistischen Grenzfall (z > 1) kommt es bei 2 ~ 2.53 zu
einem Vorzeichenwechsel, im ultrarelativistischen Limes konvergiert ¢(z) gegen —%:

r 3
Wém) = Z8—7Ta Mo T . (2.44)
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Die Austauschenergie kann ebenfalls wieder mit der Gitterenergie W, aus Glg. (Z14)
verglichen werden:

WE T

~ 0517723
i , o(z)

051 72°2/3 fii 1
~ { ’ ’ ur & < (2.45)

026223 <1, firz>1

Die Austauschenergie stellt also einen weiteren Korrekturterm zur Gitternergie dar,
der ungefahr von derselben Grofenordnung wie die Screening-Energie ist.

2.2.5 Weitere mogliche Korrekturen

Neben den bisher vorgestellten, werden in [Sal61] weitere Korrekturen betrachtet, die
noch unterhalb der Grofe der Austauschenergie liegen, und daher in der folgenden
Rechnung keine Beriicksichtigung finden.

Zum einen ist dies die Korrelationsenergie, die den Term nichsthéherer Ordnung
nach der Austauschenergie darstellt, der in der Auswertung der Wechselwirkung
zweier Elektronen auftritt:

Weor = —(0,180 + 0,031 In z)a’*m.c* . (2.46)
Im Vergleich mit Wg, aus Glg. (Z41]) erhélt man:

Wcor
WE T

~ (0,754 4 0,130 In z) (2.47)

o)
Zxp(x)
Die Korrelationsenergie ist also eine Ordnung in « kleiner als die Austauschener-
gie, und nimmt mit wachsendem z ab. Doch selbst fiir z = 0,01 (die Kruste be-
ginnt bei x ~ 0,17) erhélt man mit Z = 26 nur den vernachldssigbar kleinen Wert
Weor/Wgy ~ 4 - 1073, Der Betrag der Korrelationsenergie liegt somit im Bereich
der Fehler der Ndherungen, die zur Berechnung anderer verwendeter Grofen wie
z. B. Wg. gemacht wurden.

Neben der Korrelationsenergie werden in [Sal61] noch Selbstenergie-Terme der
Elektronen und Effekte des Gradienten des elektrostatischen Potentials betrachtet,
von denen gezeigt werden kann, dass diese tatsichlich verschwinden oder ausgespro-
chen klein sind.

Wenn im folgenden von den , Termen/Korrekturen/Erweiterungen hoherer Ord-
nung” gesprochen wird, so ist damit die Summe aus B, Ws., Wg,, und der im
nichsten Abschnitt vorgestellten Nullpunktsenergie 1., der Ionen gemeint.
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2.3 Stabilitat des Gitters

Wie sich zeigen wird, spielt das Gitter eine entscheidende Rolle fiir die Bestimmung
der Grundzustandskerne. Daher ist es notwendig sich zu fragen, unter welchen Be-
dingung das Gitter iiberhaupt einen stabilen Zustand darstellt.

2.3.1 Nullpunktsbewegung der Ionen

Bisher wurden die positiven Ionen als im perfekten Gitter absolut fest fixierte Teil-
chen betrachtet. Nun soll die Nullpunktsenergie der tatsdchlichen Bewegung der
Ionen abgeschétzt werden. Hierzu wird die potentielle Energie eines Ions im elektri-
schen Feld der umgebenden, homogen verteilten Elektronen berechnet. Dabei werden
nur kleine Auslenkungen im Vergleich zum Gitterabstand betrachtet und alle ande-
ren lonen und Elektronen als ungestort angenommen. Mit dem elektrischen Feld der
Elektronen (der zweite Term in Glg. (ZI0)) findet man fiir das elektrische Potential
des Ions relativ zur Ruhelage:

1 Z2 o
 24mey R3

V(r) (2.48)
wobei dr die Auslenkung des Tons aus der Ruhelage bezeichnet und R der Radius
der sphéarischen, neutralen Wigner-Seitz-Zelle ist:

4 1

—TR3 = —. 2.49

37T nn ( )
Das Ion befindet sich somit im Grundzustand eines dreidimensionalen harmonischen
Oszillators mit Federkonstante K = WNwS und der Grundzustandsenergie W, =
3/27_%()02

Z2HN

= 2.50
o 360WN ( )

3 Z2nN
=W, =<h , 2.51
P 2 360WN ( )

bzw. in natiirlichen Einheiten:

7 3

W, — | ZEme) (2.52)
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Das Verhiltnis der Nullpunktsenergie zur Gitterenergie (Glg. (ZI4))) ist dann:

eV o1 Me 7/
Wi 046684\ ar Wy
~ —0,33,/%24/6. (2.53)

f wird also grof bei extrem hohen Dichten oder bei kleinen Kernen mit geringer
Massen- und Ladungszahl. Das Verhéiltnis der Amplitude der Nullpunktsbewegung
zum Gitterabstand ist von der GroRenordnung +/f. Sollte dieses Verhiltnis grof§
werden, so ist die Annahme eines festen Gitters nicht mehr gerechtfertigt. Die Ionen
wiren eher, wie die Elektronen, als freies Gas zu betrachten, so dass die gesamte
Coulomb-Energie nahezu verschwinden wiirde. Stattdessen miisste man nun die ki-
netische Energie der Ionen mit beriicksichtigen. Da, wie sich zeigen wird, die Grofe
der Kerne aber mit der Dichte anwéchst, und = selber nicht grofer als 30 wird, bleibt
das Verhéltnis f iiber den gesamten Dichtebereich der duferen Kruste vernachlés-
sigbar klein. Der Gewinn an Coulomb-Energie durch das Gitter dominiert iiber der
Nullpunktsenergie der auf feste Gitterpunkte beschrénkte Ionen. Das Gitter ist also
stabil gegeniiber der Nullpunktsbewegung der Ionen.

2.3.2 Schmelztemperatur des Gitters

Auch das Hinzufiigen von Wérme kann das Gitter zum Schmelzen bringen. Um den
Effekt einer endlichen Temperatur zu untersuchen, betrachtet man das Verhiltnis
von Gitterenergie (Glg. ([ZI2)) der Wigner-Seitz-Zelle zur thermischen Energie W
des Kerns, ausgedriickt durch den dimensionslosen Parameter I':

Wi, 72 1
— X — =1,
Wr  drwegRET

(2.54)

mit dem Radius der Wigner-Seitz-Zelle R, und der Boltzmannkonstanten k. Erst
fiir grofse Werte von ' wird die Coulomb-Kraft so entscheidend, dass sich aus einem
beinahe idealen, freien Gas ein periodisches Gitter kristallisiert, um die Coulomb-
Wechselwirkung zu minimieren. Als gute Abschédtzung zur Bestimmung des Schmelz-
punktes dient ,Lindemanns empirische Regel“ [Linl0], die besagt, dass das Gitter
schmilzt, wenn fiir die mittleren thermisch induzierten quadratischen Fluktuationen
gilt:
2
(or) 1 259

~ —

R? 16

Die Fluktuationen ér werden wieder als Auslenkung im Potential des dreidimensio-
nalen harmonischen Oszillators mit Federkonstante K = Wng betrachtet. Jeder
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Freiheitsgrad triagt k7'/2 zur mittleren Energie bei:

1
~K{((0r)%) ~ Spr (2.56)
2 2
Dies fiihrt zu:
o 3KT
((6r)7) ~ Wi (2.57)

Eine genauere Berechnung, die auf den Normalmoden der Vibration des Ions im
Gitter basiert, ergibt folgenden numerischen Koeffizienten [MR67]:

(57)?) ~ %{fg | (2.58)

Zusammen mit Glg. (Z58) und (Z350) findet man nun fiir den Schmelzpunkt:
Ty~ 75 . (2.59)

Weitergehende detaillierte Rechnungen ergeben Werte von I' ~ 126 [BST66]| bis
T ~ 168 [SDDR0].

Die aus I',, resultierende Schmelztemperatur 7, ist:

72 1 drny 1/3
T, ~ . 2.60
dreg Ik ( 3 ) ( )

Bei einer Kern-Dichte von 10%° 1/cm3, was der Dichte am fufersten Rand der Kruste
entspricht, und mit I',, = 150 erhilt man fiir Eisen mit Z = 26:

T,, =~ 8- 10°K ~ 80 keV . (2.61)

Die typischen Temperaturen in der duferen Kruste nicht akkretierender kalter Neu-
tronensterne liegen im Bereich weniger keV und damit deutlich unter der Schmelz-
temperatur von 80 keV. Das Gitter ist also stabil gegeniiber dem Einfluss der Tem-
peratur und in dieser Hinsicht die Annahme von 7" = 0 gerechtfertigt.



Kapitel 3

Theoretische Kernmodelle

In diesem Kapitel werden die theoretischen Kernmodelle, welche in dieser Arbeit zur
Berechnung der duferen Kruste Verwendung fanden, vorgestellt und beschrieben. In
Tabelle B findet man hierzu einen Uberblick iiber die verwendeten Parametrisie-
rungen, deren Zugehorigkeit zu den verschiedenen Typen von Kernmodellen und
die jeweiligen Referenzen. Von den Parametrisierungen werden Massentabellen be-
notigt, die sich von den bekannten Audi-Wapstra-Kernen bis zur Neutronen-Dripline
erstrecken. Hierbei langt es, sich auf Kerne mit geraderer Neutronen- und Protonen-
zahl (so genannte ,gg-Kerne“) zu beschrianken. Fiir diese Kerne fiihrt die Paarkraft
zu einer erh6hten Bindungsenergie im Vergleich zu der benachbarter Kerne, so dass
ausschlieflich gg-Kerne in der duferen Kruste auftreten konnen. In Abb. [AT] sind
alle verfiigbaren Nuklide jeder Massentabelle grafisch dargestellt.

3.1 Tropfchen-Modelle

In Tropfchen-Modellen wird der Kern als ein Fliissigkeitstropfen, also ein Objekt
mit homogen verteilter Materie, niedriger Kompressibilitdt und scharfer Oberfla-
che aufgefasst. Das dlteste und bekannteste theoretische Kernmodell ist ebenfalls
ein Tropfchen-Modell, die semi-empirische ,Bethe-Weizsicker-Massenformel“ [BB36,
Weidd):

(N-2)°

B(A) - aVOlA + a’S“TfA2/3 =+ aCoulZQAil/s + ClSym A

LAY, (3.1)

wobei B = b - A die totale Bindungsenergie des Kerns ist.
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Modell Parametrisierung Kommentare Referenzen
Tropfchen BPS verwendet in [BPSTI] [MS66]
FRDM Finite Range Droplet Model [MNMS95, IMNK97]
Nicht- SkM* Skyrme HF + BCS IBQBT82, SDNT03, [DSN04|
relativistisch ~ SkP Skyrme HFB [DETR4, SDNT03, [DSNO4]
SLy4, SLy4HO Skyrme HFB [CBHT97, ICBH™98al, (CBH™98bl ISDNT03, [DSN04]
BSk2 Skyrme HFB ISGHT02, \GSHT02|
BSk8 Skyrme HFB IGSBP03, SGBP04|
MSk7 Skyrme HF + BCS [TGPOO0, GTPOT]
SkSC4 ETFSI method + BCS [APDT92
SkSC18 ETFSI method + BCS [Gor(, TGPON0|
Relativistisch Chiral chirales effektives Modell [PZST99, BPZ02, Sch(2, Sch03]
NL3 nukleare Feldtheorie [LKR97, LRRI9|
NL-Z2 nukleare Feldtheorie [BRRT99]
PCF1 nukleare Punktkopplung [BMMRO2]
TMA nukleare Feldtheorie [GTMO5]

Tabelle 3.1: Die verwendeten Massentabellen, deren zugrunde liegenden theoretischen Konzepte und die zu-
gehorigen Referenzen. Die Massentabellen SkM*, SkP, SLy4 und SLy4HO wurden von der offentlich zugéngli-
chen Webseite http://www.fuw.edu.pl/ “dobaczew/thodri/thodri.html herunter geladen. BSk2, BSk8, MSk7,
SkSC4 und SkSC18 stammen von der Internetseite http://www-astro.ulb.ac.be/Html/masses.htmll
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Anhand dieser einfachen Beschreibung kénnen grundlegende Informationen iiber
Kernmaterie gewonnen werden. Der erste Term ist die Volumenenergie, welche die
konstante Bindungsenergie pro Nukleon beschreibt. Der zweite Term ist proportional
zum Quadrat des Radius des Kerns (R o A'?) und beriicksichtigt die schwiiche-
re Bindung der Nukleonen an der Oberfliche — die Oberflaichenenergie. Der dritte
Term beschreibt die repulsive Coulomb-Energie des homogen geladenen, sphérischen
Tropfchens. Der Symmetrieterm zeigt die Abnahme der Bindungsenergie bei unglei-
cher Protonen- und Neutronenzahl. Der letzte Term, der Paarungsterm, représen-
tiert die Tatsache, dass Kerne mit gerader Neutronen- und Protonenzahl stirker als
Kerne mit ungerader/gerader Kombination (,ug-Kerne“) und diese wiederum stér-
ker als Kerne mit ungerader Neutronen- und Protonenzahl (,,uu-Kerne*) gebunden
sind. Dies ist auch der Grund, wieso in der duferen Kruste nur gg-Kerne als Grund-
zustand auftauchen. Die Volumen- und Symmetrieenergie sind innere Eigenschaften
der Kernmaterie, wohingegen Oberflichen- und Coulomb-Energie von der Kernform
und -grofe abhéngen.

Die freien Parameter dieser Massenformel werden an experimentell bestimmten
Kernmassen angepasst, und man erhélt [Cor00, (GM95]:

Ayo — 15,85 MeV ASurf = —18,34 MeV

(3.2)
acows = —0,71 MeV  agy, = —23,21 MeV |

11,46 - A='/2 MeV fiir gg-Kerne
0(A) =<0 fiir ug-Kerne (3.3)
—11,46 - A~'/2 MeV fiir uu-Kerne

In Abb. Bl werden die einzelnen Beitrige zur gesamten Bindungsenergie dar-
gestellt und mit den experimentellen Daten verglichen. Zunéchst wachst die Bin-
dungsenergie pro Nukleon mit A an, da der zunéchst dominierende repulsive Ober-
flichenterm mit der Grofe des Kerns absinkt. Andererseits beginnt gleichzeitig die
Coulomb-Energie anzuwachsen, die gering geladene Kerne bevorzugt. Die niedrigere
Symmetrieenergie favorisiert hingegen eine ungefihr gleiche Anzahl von Protonen
und Neutronen. So ergibt sich der stabilste Kern bei gegebenem A aus dem Wechsel-
spiel zwischen Oberflichen-, Coulomb- und Symmetrieenergie. Schliefslich wachsen
Coulomb- und Symmetrieenergie schneller an als die Oberflichenenergie fillt, so
dass die Bindungsenergie pro Nukleon nach dem Maximum bei A ~ 60 (exakt bei
%Fe) wieder kleiner wird. Die Paarungsenergie verliert fiir groke Kerne gegeniiber
den anderen Beitrdgen an Bedeutung.

Natiirlich kann ein derart einfaches Modell nicht die starken Unterschiede in den
Bindungsenergien, wie sie bei den leichten Kernen auftreten, beschreiben. Bei einer
geringen Anzahl an Konstituenten, wenn die Grofe eines Nukleons im Vergleich mit
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Abbildung 3.1: Die Bindungsenergie pro Nukleon B(A)/A fiir das jeweils
am stirksten gebundene Nuklid mit Massenzahl A, und die zugehorigen
Beitrige der Volumen- (Ey,;), Oberflichen- (Eg,,f) und Coulomb-Energie
(Ecou)- AW bezeichnet die experimentell bestimmten Bindungsenergien aus
dem Audi-Wapstra-Katalog [AWT03].

der Groke des Kerns als Ganzes nicht mehr vernachléssigbar wird, ist das Bild des
Fliissigkeitstropfchens nicht mehr geeignet. Auf der anderen Seite gibt dieses Modell
fiir Kerne mit A > 30 die Bindungsenergien mit einer guten Genauigkeit von etwa
1 % wieder.

3.1.1 Verwendete Parametrisierungen

Zur Berechnung der dufieren Kruste wurde in [BPSTI| dass Trépfchen-Modell von
Myers und Swiatecki [MS66] verwendet. Mit dieser Massentabelle wird in der vor-
liegenden Arbeit die urspriingliche Sequenz an Grundzustandskernen, die BPS er-
mittelten, fiir den Vergleich mit den aktuellsten theoretischen Kernmodellen repro-
duziert.

Die neueste Version des Tropfchenmodells von Méller und Nix, das ,,Finite Range
Droplet Model“ (FRDM) [MNMS95, IMNK97], stellt eine aktuelle, komplexe Versi-
on der oben beschriebenen Bethe-Weizsiacker-Formel dar. Die Berechnung der Mas-
sen basiert auf einem makroskopischen endliche-Reichweite-Tropfchen-Modell mit
einem mikroskopischen gefalteten-Yukawa-Einteilchen-Potential von 1981 [MN8TD,
MNS8Tal|. Hierbei wurde in der letzten Veroffentlichung das makroskopische Modell
weiter verbessert und eine neue Form der Paarkraft verwendet. Des Weiteren wur-
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den bei der Minimierung der Grundzustandsenergie zusétzliche Freiheitsgrade der
Deformation beriicksichtigt.

In der resultierenden Massentabelle werden die atomaren Massen als Massen-
iiberschuss und die Grundzustandsdeformationen von 8979 Kernen angegeben. Die
Tabelle beginnt mit *O und erstreckt sich von der Protonen- bis zur Neutronen-
Dripline iiber die gesamte Nuklidkarte bis A = 339. Aus dem Masseniiberschuss F
kann direkt die Masse des Kerns gewonnen werden:

Wy = (F + A) amu (3.4)

Das FRDM-Modell hat neun freie Parameter, die mit der Methode der kleins-
ten Quadrate aus den bekannten Grundzustandsmassen von 1654 Kernen und 28
Spaltbarrieren bestimmt wurden. Hierbei wurde ein mittlerer Fehler von 0,448 MeV
fiir die Massen aller betrachteten Kerne erreicht. Somit stellt FRDM eine der bes-
ten Parametrisierungen der Massen bekannter Kerne iiber die gesamte Nuklidkarte
hinweg dar.

3.2 Nichtrelativistische Modelle

3.2.1 Selbstkonsistente Rechnungen

Tropfchen-Modelle liefern eine ausgezeichnete Beschreibung bekannter Bindungs-
energien, ihnen fehlt jedoch eine tiefer liegende mikroskopische Motivation. Ein we-
sentlicher Anspruch an theoretische Modelle ist im Allgemeinen die Qualitit der
Vorhersagen, die sie fiir den experimentell (noch) nicht zugénglichen Bereich ma-
chen. Hierzu ist eine moglichst kleine Anzahl notwendiger Zusatzannahmen, im Ide-
alfall eine ,,Ab-initio-Rechnung®, erstrebenswert, was im Bereich der Kernphysik eine
mikroskopisch motivierte Theorie erfordert. Bisher ist es jedoch nicht mdoglich die
Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung aus der zugrunde liegenden Theorie der Quan-
tenchromodynamik abzuleiten, weshalb immer zusatzliche Modellbildung notwendig
ist. Hier gehen so genannte ,selbstkonsistente Rechnungen“ weiter als Trépfchen-
Modelle, sie verzichten auf Annahmen zur Dichteverteilung oder zu den Potentialen
im Kern, da Wellenfunktionen und Kernpotentiale iterativ auseinander bestimmt
werden. Hierzu gibt es viele verschiedene Ansitze, von denen einer das nichtrelati-
vistische, so genannte ,Skyrme-Hartree-Fock“-Modell (SHF) ist.

3.2.2 Die Hartree-Fock-Naherung

Mikroskopische Modelle benétigen einen Hamiltonoperator H, der eine geeignete
Form der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung enthélt. Im allgemeinen Fall stellt die
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Bestimmung eines Eigenzustandes des Hamiltonoperators der Vielteilchenwellen-
funktion fiir A Nukleonen ein unlésbares Problem dar, da die Nukleonen alle mog-
lichen Einteilchenzustéinde (normalerweise unendlich viele) in jeder Kombination
besetzen. Die Hartree-Fock-Naherung ermdglicht eine Losung, indem sie die funk-
tionale Form der Wellenfunktion einschrinkt: die Summe iiber alle unterschiedlichen
Besetzungen in der Nukleonen-Vielteilchenwellenfunktion wird durch einen einzel-
nen Term, eine Slater-Determinante, ersetzt:

U = Haﬂ()) : (3.5)

Dies bedeutet, dass die Nukleonen als voneinander unabhéngige, unkorrelierte Teil-
chen betrachtet werden und wird auch als ,,Unabhéngige-Teilchen-Ndherung® be-
zeichnet.

Die Gesamtwellenfunktion W ergibt sich dann als total antisymmetrisiertes (da es
sich um Fermionen handelt) Produkt von Einteilchenwellenfunktionen ¢;,i = 1... A.
Man erhilt eine optimale Ndherung der Wellenfunktion ¥ an den Grundzustand des
Hamiltonoperators, wenn deren Energieerwartungswert minimal ist. Dies fiihrt auf
das folgende Variationsprinzip:

5 (<\1/|I§r|\1/> - E(\IJ|\I/>) (3.6)

mit dem zusétzliche Variationsparameter F, der die Normierung von ¥ gewihrleis-
tet.

Aus dem Variationsprinzip folgen die Hartree-Fock-Gleichungen, die fiir jeden
Einteilchenzustand die Gestalt von Schrédingergleichungen haben:

ii(F) = — - (x)

' </ T gm e /> o (3.7)
— Z ¢] / r — r)qb;(r')gzﬁi(r')dgr' )

Neben dem Term der kinetischen Energie findet man in den Gleichungen ein ,mitt-
leres Potential“ als ,direkten Term“ und den so genannten ,Austauschterm®, die
zusammen das ,mittlere Feld bilden. Die Teilchen sind formal voneinander unab-
héngig, da sie nicht mehr direkt miteinander wechselwirken, sondern nur noch iiber
das von ihnen erzeugte mittlere Feld.

Hier zeigt sich auch der selbstkonsistente Charakter des Hartree-Fock-Verfahrens:
Das mittlere Potential wird durch die Dichteverteilung der Nukleonen erzeugt, de-
ren Wellenfunktionen wiederum aus dem mittleren Feld bestimmt werden. In der
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Praxis werden oft iterative Losungsmethoden verwendet, bei denen mit einer ver-
suchsweise geratenen Wellenfunktion begonnen wird. Der in der Antisymmetrie der
Vielteilchenwellenfunktion begriindete Austauschterm fiihrt hierbei zu erheblichen
Schwierigkeiten bei der Losung der Hartree-Fock-Gleichungen.

3.2.3 Die Skyrme-Kraft

Es zeigt sich, dass zur Beschreibung der Wechselwirkungen im Kern und der auf-
tretenden komplizierten Vielkorpereffekte, ,effektive Wechselwirkungen“ bei denen
die Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung parametrisiert werden, am geeignetsten sind.
In Hartree-Fock-Rechnungen finden oft so genannte ,Skyrme-Krafte“ Verwendung.
Diese sind proportional zu J-Funktionen im Ortsraum, was dazu fiihrt, dass die
Integrale in den HF-Gleichungen zusammenbrechen und deren Losung wesentlich
vereinfachen.

Skyrme-Krifte beinhalten sowohl Zwei- als auch Dreikorperwechselwirkungen:
A . (2 (3
H=Y"4+>"02+ Y o). (3.8)
i i<j i<j<k
Der Zweikorperbeitrag wird oft folgendermafen parametrisiert:
@(2)<I'Z' — I'j) = to(l + xolf’a)é(ri — I'j)

ij
1 . R
+ étl [5(1‘2 — I'j)/{?Q + ]C/Q(;(I'i — I'j)]

| A (3.9)
+ tQk . 5(1'@ - I‘j)k
+ ZWO(&Z + 6']) . R/ X (S(I'Z — I‘j)lA{ .
Die Operatoren k und k' sind definiert als:
k=(V,—V,)/2i, k=—(V,—V,)/2, (3.10)

mit der Konvention, dass k' nach links wirkt. Der Dreikorperbeitrag ist eine reine
Kontaktwechselwirkung:

00) = t30(r; — 1;)8(r; —17) . (3.11)

Beschrankt man sich auf die Beschreibung von gg-Kernen, so wird aus der Dreikor-
perkraft ein dichteabhéngiges Zweikorperpotential:

02 = Lta(1+ P,)o(r; —x;)p [A(ri +1;)] . (3.12)

ij
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Um eine bessere Beschreibung der Kompressibilitdt von Kernmaterie zu erreichen,
wurden die so genannten ,modifizierten Skyrme-Krifte“ eingefiihrt, bei denen die
lineare Dichteabhingigkeit durch einen Potenzansatz ersetzt wird:

(3

03 = L1+ P)o(r; — )0 [A(ri + 1)) (3.13)
Insgesamt gibt es in dieser Form der Parametrisierung also sieben freie Parameter
to, t1,ta, t3, xg, W und A mit denen das SHF-Modell an Kerneigenschafen angepasst
werden kann.

3.2.4 Die Paarkraft

Das Einteilchenmodell, bei der die Gesamtenergie des Kerns nur von den besetzten
Einteilchenenergien abhéngt, weist allerdings einige Unzuldnglichkeiten auf. Dies
wird z. B. am Gesamtdrehimpuls eines sphérischen Kerns deutlich. Jedem Einteil-
chenzustand kann eine Drehimpulsquantenzahl j und eine Magnetquantenzahl m
zugeordnet werden. Die j-Schale bezeichnet die Menge aller Zustinde mit m =
—7J,...,j. Fiir jede j-Schale gibt es nun zwei Md&glichkeiten:

e Bei abgeschlossener Schale, d. h. wenn alle Unterzustidnde mit unterschiedli-
chem m besetzt sind, ergibt sich der Gesamtdrehimpuls immer zu null.

e Falls nur ein Teil der Zusténde besetzt ist, gibt es verschiedene Moglichkeiten
der Kopplung zum Gesamtdrehimpuls. Da aber die Gesamtenergie nur von den
Einteilchenenergien abhiingt, erwartet man eine Entartung der unterschiedli-
chen Gesamtdrehimpulse.

Experimentell ergibt sich aber ein anderes Bild. Man findet stattdessen folgende
Zusammenhénge:

e Der Grundzustand aller gg-Kerne besitzt den Gesamtdrehimpuls null.

e gg-Kerne sind stérker gebunden als ug- oder uu-Kerne.

o gg-Kerne weisen eine Energieliicke von 1 — 2 MeV vom Grundzustand bis zur
niedrigsten Einteilchenanregung auf.

Wie schon beim Tropfchen-Modell, muss also auch das SHF-Modell um die Tatsache
erweitert werden, dass die Restwechselwirkung die Kopplung zu Paaren und zum
Gesamtdrehimpuls null stark begiinstigt. Hierfiir wird ein zum Paarungsterm in
Glg. (BJ) analoger Paarkraftformalismus verwendet.
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Das BCS-Modell

Das bekannteste Modell zur Behandlung von Paarkorrelationen ist die BCS-Theorie
von J. Bardeen, L. N. Cooper und J. R. Schrieffer aus dem Jahre 1957 [BCS57]. Ur-
spriinglich entwickelt zur Beschreibung von Supraleitung in Festkdrpern, wurde sie
erstmals von A. Bohr, B. R. Mottelson, D. Pines [BMP58] und S. T. Belyaev [Bel59]
auf Atomkerne angewandt.

Im BCS-Modell koppeln Paare entarteter, einander zeitumgekehrter Zusténde
(k,—k) iiber eine starke kurzreichweitige Kraft. Der Einteilchen-Hamiltonoperator
wird um einen Anteil erweitert, der nur auf solche Paare wirkt:

H=> afar— Y (k,—klolk, —k)afata . (3.14)

k kk’'>0

In dem Matrixelement (k, —k|v|k’, —k’) kommen Annahmen iiber die Funktionale
Form der Paarkraft zur Verwendung. Der einfachste denkbare Fall ist die so genannte
,constant-strength-Niaherung® mit konstanter Paarkraft:

(k,—klv|k',—K) = -G (3.15)
= H = Zeg&gak -G Z afat a pag . (3.16)
k kk'>0

Basierend auf dem ,BCS-Zustand“

[e.e]

IBCS) = [ [ (w + viifa,)|0) (3.17)

k>0

ist eine Niherungslosung moglich. Hierbei bezeichnet |vix|* die Besetzungswahr-
scheinlichkeit jedes Paares von Einteilchenniveaus (k, —k). ui + v = 1 folgt aus
der Normierung von | BC'S). Einteilchenzustéinde, bei denen weder u} noch v} gleich
eins sind, verursachen eine unphysikalischen Unbestimmtheit in der Teilchenzahl,
die wiederum zu einer Reihe von Problemen in praktischen Rechnungen fiihrt. Al-
lerdings kommt der Paarkrafteffekt gerade iiber diese fraktional besetzten Zusténde
hinein, da man andernfalls wieder zum reinen Einteilchenmodell zuriickgehen wiir-
de. Da die Teilchenzahl nicht erhalten ist, muss diese als Zwangsbedingung in das
Variationsprinzip mit aufgenommen werden:

§(BCS|H — AN|BCS) = 0. (3.18)

Hieraus bestimmt sich die Besetzungswahrscheinlichkeit

I L (3.19)
b2 Ve + A2 '
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in Abhéngigkeit von der Einteilchenenergie ¢, und dem ,Gap-Parameter A. Die
Einteilchenenergien sind wie folgt definiert:

e =€y — A\ —Gup | (3.20)

wobei A\ als verallgemeinerte Fermi-Energie interpretiert werden kann. Die Definition
des Gap-Parameters

A= G’Zuk/vk/ (321)

k'>0

fiithrt mit Glg. (BI9) auf die ,Gap-Gleichung*:

(3.22)

Z% NG +A2

Beriicksichtigt man die Bedingung fiir die Gesamtteilchenzahl

> wi=N, (3.23)

k<0

so hat man ein Gleichungssystem, dass mit bekanntem G und bekannten €} itera-
tiv gelost werden kann. Oft wird der Gap-Parameter aber auch als vorgegebener
Parameter verwendet.

In der Gap-Gleichung tragen vor allem Niveaus in der Nidhe der Fermi-Energie
bei. Da Neutronen- und Protonen-Fermi-Energien in der Regel weit auseinander
liegen, wird die Gap-Gleichung oft fiir Protonen und Neutronen getrennt aufge-
schrieben. In diesem Fall gibt es auch separate Starken G, G,,, Gap-Parameter A,
A,, und Fermi-Energien \,, ), fiir Protonen und Neutronen. Typische Werte sind:

G, ~ 17 MeV /A, G, ~ 25 MeV/A . (3.24)

Neben der hier geschilderten Form des BCS-Pairings, die bereits auf mehreren
Annahmen und Niherungen, wie z. B. der constant-strength-Naherung, beruht, gibt
es eine grofe Vielzahl weiterer, auf dem BCS-Zustand aufbauender Modelle zur
Beschreibung der Paarkorrelation. Die Modelle werden hinsichtlich der verwendeten
Variationsprinzipien, Projektionsverfahren und der Paarkraft unterschieden, fiir eine
ausfiihrlichere Abhandlung sei auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen [(GM95,
Ben97|. Zwei weit verbreitete Variationsprinzipien sind zum einen HF mit BCS
und zum anderen so genannte ,Hartree-Fock-Bogolyubov-Rechnungen“ (HFB). Bei
der ersten Methode werden die Gleichungen des mittleren Feldes und des Pairings
iterativ parallel gelost, bei HFB wird die Variation mit gréferem Aufwand fiir die
Wellenfunktionen und Besetzungswahrscheinlichkeiten gleichzeitig ausgefiihrt.
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Unterscheidungsmerkmale der Paarkrifte sind: Gesamtdrehimpuls der Paare,
Isospin der Paare und funktionale Form der Paarkraft. Neben dem oben dargestell-
ten constant-strength-Ansatz ist es auch moglich eine )-Funktion zu verwenden, die
auch dichteabhiingig sein kann. Eine andere Alternative der Paarwechselwirkung
stellt die Verwendung von Skyrme-Kriften dar.

3.2.5 Deformationen

Bereits in den dreifliger Jahren wurde in der Atomspektroskopie festgestellt, dass
Kerne nicht unbedingt kugelférmige Gebilde sein miissen. Abweichungen in der Fe-
instruktur der Spektren wiesen auf ein elektrisches Quadrupolmoment, und damit
auf eine nicht-kugelsymmetrische Ladungsverteilung hin. Dabei ist das Quadrupol-
moment in der Nahe der magischen Zahlen klein; weit von abgeschlossenen Schalen
entfernt ist es hingegen besonders grof. Dies ldsst sich anhand der im Mittel attrak-
tiven Kraft zwischen den Nukleonen erkldren: Die in Paaren gruppierten Nukleonen
besetzen bevorzugt rdumlich benachbarte Orbitale. Fiir Kerne mit halbgefiillten
Schalen fiihrt dies im Allgemeinen zu Deformationen. Bei Anhdufung der Orbitale
entlang der Symmetrieachse entsteht eine prolate Deformation; stehen sie senkrecht
zur Symmetrieachse bewirkt dies eine oblate Deformation. Neben diesen beiden For-
men axialsymmetrischer Deformationen existieren noch die so genannten triaxialen
Deformationen, die in den hier verwendeten Massentabellen jedoch nicht beriick-
sichtigt wurden.

Bei der Ermittlung der Energieniveaus deformierter Kerne muss beachtet werden,
dass das Kernpotential nicht mehr kugelsymmetrisch ist, und im Falle axialer Defor-
mationen eine ellipsoide Form annimmt. Die Berechnung der Einteilchen-Zustinde
wird daher technisch besonders aufwindig.

3.2.6 Verwendete Parametrisierungen

Mittlerweile gibt es eine Vielzahl von unterschiedlichen SHF-Parametrisierungen,
die sich unter anderem hinsichtlich der verwendeten Skyrme-Kraft, dem Paarungs-
formalismus, Schalenkorrekturen und den mathematischen Methoden unterscheiden.
Des Weiteren miissen fiir jedes Modell die offenen Parameter bestimmt werden, wo-
fiir ebenfalls eine grofe Auswahl an verschiedenen experimentellen Observablen wie
z. B. Bindungsenergien, Diffraktionsradien, Oberflichendicken oder Ladungs- und
Neutronendichten zur Verfiigung stehen.

Einer der auf effektiven Kernkriften basierenden Ansétze ist die so genannte ,er-
weiterte-Thomas-Fermi-Strutinsky-Integral“-Methode (ETFSI). In der erweiterten
Thomas-Fermi-Naherung wird hierbei die Hartree-Fock-Methode auf eine Skyrme-
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artige Kraft angewandt. Zusétzlich werden Schalenkorrekturen iiber die Strutinsky-
Integral-Methode eingefiihrt, das Pairing ist eine J-Funktion in BCS-Form. SkSC4
stellt eine der ersten vollstindigen Massentabellen dar, die auf der ETFSI-Methode
beruhen. Die neun freien Parameter wurden an die Bindungsenergien von 1492 Ker-
nen mit A > 36 angepasst, die mittlere Abweichung liegt bei 0,730 MeV. Die gene-
rierte Massentabelle umfasst alle Kerne mit 36 > A > 300 von der Protonen- bis
zur Neutronen-Dripline. Es wurden diverse Nachfolgeversionen von SkSC4 entwi-
ckelt, von denen der Parametersatz SkSC18 das gegenwirtig beste ETFSI-Modell
darstellt. Die Massentabelle von SkSC18 beinhaltet ungefihr dieselben Kerne wie
die von SkSC4.

Bei dem Modell MSk7 wird eine zehnparametrige Skyrme-Kraft mit einer vier-
parametrigen Paarkraft in Form einer J-Funktion mit der Hartree-Fock-BCS-Me-
thode verwendet. Dabei wurde an 1888 verschiedenen deformierten und sphérischen
Kernen aus dem Audi-Wapstra-Katalog von 1995 [AW95] mit einem mittleren Fehler
von 0,738 MeV gefittet. Die Massentabelle umfasst dabei alle 9200 Nuklide zwischen
der Neutronen- und der Protonen-Dripline mit Z =8, ...,120 und N > 8.

Die beiden Parametrisierungen BSk2 und BSk8 basieren auf einer dhnlichen
Skyrme- und Paarkraft wie MSk7, allerdings wird hier eine volle Skyrme-Hartree-
Fock-Bogolyubov-Rechnung (HFB) als Variationsprinzip angewandt. BSk2 stellt die
erste HFB-Rechnung der BRUSLIB-Kollaberation dar, die in der Lage war, die
Massen der gesamten Nuklidkarte gut zu beschreiben. BSk2 wurde an 2135 Ker-
nen aus [AW95| angefittet, der Fehler liegt mit 0,674 MeV deutlich unter dem von
MSKk7. Es folgten die Modelle BSk3 bis BSk7 [SGP03, [GSBP03], wobei verschiedene
Erweiterungen wie z. B. dichteabhéngige Paarkraft, Schwerpunktskorrekturen oder
Fixierung der isoskalaren effektiven Masse untersucht wurden. Zwar gab es signifi-
kante Unterschiede fiir einzelne Nuklide, allerdings blieb das globale Verhalten, der
mittlere Fehler und auch die Extrapolation zu unbekannten Kernen gegeniiber BSk2
weitgehend unveréndert. Erst mit BSk8, bei dem die Wellenfunktion auf die exakte
Teilchenzahl projiziert wird, konnte die mittlere Abweichung von 2149 experimen-
tell bestimmten Kernen auf 0,635 MeV gesenkt werden. Die Massentabellen von
MSk7, BSk2 und BSk8 beinhalten groftenteils die gleichen Kerne der Nuklidkarte
mit 8 < Z < 120 und 16 < A < 410 von der Protonen- bis iiber die Neutronen-
Dripline hinaus.

Beim neuesten Parametersatz dieser Serie, BSk9 [GSPO05], wurde die Symme-
trieenergie auf 30 MeV fixiert. Dies ist ungeeignet fiir die Beschreibung neutronenrei-
cher Kerne, dieser Parametersatz wird daher im Folgenden nicht weiter betrachtet.

Die Massentabellen der bisher beschriebenen Skyrme-Parametrisierungen stam-
men von der &ffentlich zugiinglichen Webseite! der ,Brussels Nuclear Library for
Astrophysics Applications (BRUSLIB). Fiir alle Massentabellen wurden axial-sym-

Ihttp://www-astro.ulb.ac.be/Html/masses.html
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metrische Deformationen bei der Bestimmung des Grundzustandes mit beriicksich-
tigt.

Die weit verbreiteten Modelle SkM*, SkP und SLy4 sind ebenfalls nichtrelati-
vistische Skyrme-Parametrisierungen. SkKM* ist eine modifizierte Version der Para-
metrisierung SkM [KTB8&0], die Grundzustands-Radien und Multipolmomente gut
beschreiben konnte, allerdings systematisch zu hohe Bindungsenergien und zu nied-
rige Spaltbarrieren lieferte. Durch ein Anheben der Oberflichenspannung in SkM*
konnten diese Abweichungen korrigiert werden. SkM* ist eine Skyrme-Hartree-Fock-
Rechnung mit der BCS-Naherung fiir die Paarkraft.

SkP beruht auf der HFB-Theorie mit besonderer Betonung von Paarungs-Effek-
ten und der Beschreibung neutronenreicher Kerne. Sowohl das mittlere Feld als auch
die Paarkraft werden gleichzeitig mit einer Skyrme-Kraft beschrieben. Die Parameter
wurden an Eigenschaften von Kernmaterie wie der Symmetrieenergie und weiteren
Eigenschaften von '°0O und ?*®Pb angepasst.

Die HFB-Parametrisierung SLy4 ist darauf ausgelegt, eine bessere Beschreibung
des Isospin-Freiheitsgrades von der Linie der 3-Stabilitdt bis hin zu den exotischs-
ten Kernen zu liefern. Hierzu wurde die aus SLy4 resultierende Zustandsgleichung
fiir Neutronenmaterie an jener von Wiringa et al. [WEERR| angefittet. Des Weite-
ren wurden die Bindungsenergien und Radien der doppelt magischen Kerne 4*#¥Ca,
132Sn und Pb in den Fit miteinbezogen. Fiir die Berechnung der Massentabel-
le SLy4HO wurde eine numerisch vorteilhafte Erweiterung in einer harmonischen
Ostzillator-Basis durchgefiihrt.

Die Massentabellen dieser Parametrisierungen wurden von Dobaczewski et al. fiir
alle gg-Kerne mit Z = 2,...,108 und N = 2,...,188 bis zur Neutronen-Dripline
berechnet, wobei auf die Kerne in der Ndhe der Dripline besonderes Augenmerk
gelegt wurde. Wie auch schon bei den BRUSLIB-Tabellen wurden zweidimensionale
Deformationen mit beriicksichtigt. Die resultierenden Massentabellen kdnnen auf
einer offentlich zugiinglichen Internetseite herunter geladen werden?.

Von den nichtrelativistischen, auf Skyrme-Wechselwirkungen basierenden Model-
len werden SLy4 und BSk8 fiir den Vergleich mit anderen theoretischen Modellen
als die aktuellsten und reprisentativsten ausgewihlt.

3.3 Relativistische Modelle

Neben den bisher beschriebenen nichtrelativistischen Skyrme-Hartree-Fock-Model-
len sind auch die auf nuklearen Feldtheorien beruhenden relativistischen Modelle

?http://www.fuw.edu.pl/ dobaczew/thodri/thodri.html
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selbstkonsistente Rechnungen. Eine physikalische Notwendigkeit einer relativisti-
schen Beschreibung liegt nicht etwa in der Geschwindigkeit der Nukleonen, welche
sich im Kern mit v ~ 0,3 ¢ nur relativ langsam bewegen, sondern darin, dass die
relativistische Beschreibung die Spin-Bahn-Kraft auf natiirliche Weise beinhaltet,
was zu einer guten Vorhersagekraft fiihrt.

Das erste relativistische Modell zur Beschreibung von Kerneigenschaften war
das o-w-Modell von J. D. Walecka [Wal74]. Anstatt iiber Potentiale werden hier
die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen iiber Felder vermittelt. Allein durch
das skalare, isoskalare o-Meson, das den attraktiven Teil der Kernkraft {ibertrégt,
und durch das schwerere isoskalare w-Vektormeson mit stirkerer Kopplung, das zu
einer kurzreichweitigen repulsiven Wechselwirkung fiihrt, konnten die Sattigungsei-
genschaften von Kernmaterie und die Bindungsenergien von Kernen sehr erfolgreich
beschrieben werden. Fiir eine bessere Beriicksichtigung von Isospin-abhédngigen Ef-
fekten in Kernen wird in aktuelleren Modellen zusétzlich noch das isovektorielle
p-Vektormeson und fiir die elektromagnetische Wechselwirkung das Photon v ein-
gefiihrt. Es zeigt sich, dass die Kopplungskonstante des isovektoriellen, skalaren
0-Mesons verschwindet, oder nur schwer an experimentelle Daten angepasst werden
kann.

Die hier vorgestellten Mesonen entsprechen allerdings nicht realen, experimentell
beobachtbaren Teilchen, da auch die relativistischen Modelle nur effektive Potentiale
beinhalten. Dies zeigt auch, dass trotz der prézisen Vorhersagekraft der relativisti-
schen Modelle die tatséchliche Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung wesentlich kom-
plizierter sein muss, als hier angenommen.

3.3.1 Die Lagrangedichte

Der Ausgangspunkt eines jeden relativistischen Modells ist eine Lagrangedichte L.
Die Lagrangedichte beinhaltet jene der freien Nukleonen, der Mesonenfelder, der
Photonen und schlieflich der Kopplung (linear und nichtlinear) der Mesonen mit
den Nukleonen:

L= ['Nukleonen + EMesonen + EPhotonen + EKopplung (325)

Als Fermionen werden die Nukleonen durch die Lagrangedichte der freien Dirac-
Gleichung beschrieben

~

ENukleonen = 1/}<Z7“au - mN)’l/A} 5 (326)

wobei unter der Annahme gleicher Masse my der Protonen und Neutronen die
Nukleonenwellenfunktion 1 als Vektor im Isospinraum angesetzt werden kann.
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Fiir das o-Meson findet die Lagrangedichte der Klein-Gordon-Gleichung Verwen-
dung, fiir die massiven Vektorbosonen die Proca-Gleichung:

_1(a AfuA 2 +2
Litesonen = 5(0,00"6 —m_57)
2

LWt (3.27)

- %(%puu ' p—»,w - m?)ﬁu ' p“ﬂ)

_ Ll sp
2 (30w m,

mit den Feldstdrketensoren der Vektormesonen:

Wy = Opy, — Oy, /iw = u/%u - &/ﬁu . (3.28)

Die Lagrangedichte der Photonen folgt aus ihrem Feldstédrketensor:
Lphotonen = — 1 F, 1 E,=0,A,-0,A,. (3.29)
Fiir die Wechselwirkung wird meist der Ansatz der minimalen Kopplung verwendet:
QWMWz—%@@—Qﬁﬁfﬂ—%@%%Wﬂ (3.30)
— eA (1 + )y — Usl6] = Unlw]
der um nichtlineare Selbstwechselwirkungen der o- und w-Mesonen erweitert wurde:
U,l6] = %bgﬁ?’ + 1b36* U [0] = Les(@,01)% (3.31)

Ausgehend vom Hamiltonschen Prinzip

) / Ld*zdt =0 (3.32)
erhilt man die Euler-Lagrange-Gleichungen
0 oL oL
Do <a (aqi/&v“)) T (3.33)

aus denen theoretisch die Bewegungsgleichungen der Nukleonen, Mesonen und Pho-
tonen folgen wiirden. Eine volle Losung des allgemeinen feldtheoretischen Problems
ist aber schlicht unméglich und erfordert daher weitere Naherungen.

3.3.2 Naherungen

Zunéchst werden in der ,Mean-Field-Ndherung“ oder ,Nidherung des mittleren Fel-
des“, die Feldoperatoren der Mesonen und des Photons durch ihre Erwartungswerte
ersetzt, z. B.

6—o0=(0). (3.34)
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Die Mesonenfelder fungieren dann als, durch die Nukleonendichten erzeugte, mittlere
Potentiale, in denen sich die Nukleonen wie unabhéngige, nicht wechselwirkende
Teilchen bewegen. Dies erlaubt die Entwicklung der Operatoren des Nukleonenfeldes
in Einteilchenzusténde ¢, (2*):

= balr")n - (3.35)

Des Weiteren werden in der ,No-Sea-Naherung“ alle Zusténde negativer Energie,
welche die Losung erheblich erschweren, vernachlissigt. Es wird angenommen, dass
sich die Summe aller dieser Zustinde und der Vakuumbeitrag gegenseitig aufhe-
ben. Somit werden Vakuumpolarisationen vernachlissigt. Dies fiihrt auf eine Reihe
besetzter Einteilchenzustiande, ¢,, a = 1, ..., Q, welche die skalare Dichte und Vek-
tordichten bestimmen, z. B.

N
Ps = Z waaa(ba : (3'36)
a=1

Die Gewichtungsfaktoren w, wurden eingefiihrt, um spéter ein Pairingschema be-
riicksichtigen zu konnen.

Fiir die Berechnungen von Kernen werden in der Regel nur stationéire Zustinde
betrachtet. Zusatzlich wird vorausgesetzt, dass Protonen- und Neutronenzustinde
nicht miteinander mischen. Durch die Annahme von Stationaritat verschwinden alle
Zeitableitungen und rdumlichen Komponenten der Dichten, welche die Quellen der
Felder darstellen, so dass auch die zugehérigen Felder verschwinden. Dies fiihrt zu ei-
ner wesentlichen Vereinfachung des Problems, da nur noch o, wy, pgo und Ay als nicht
verschwindende Felder iibrig bleiben. Des Weiteren wird noch die Zeitabhéingigkeit
der Wellenfunktionen separiert:

Pa(@") = ga(r) ", (3.37)

wobei ¢, die Einteilchenenergie ist. Mit den vorgestellten Néherungen ist es nun
moglich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen Glg. (833) die Bewegungsgleichungen
zu bestimmen.

3.3.3 Die Bewegungsgleichungen

Fiir die Nukleonen findet man eine Dirac-Gleichung, in der die Wechselwirkungen
mit den Feldern enthalten sind:

€aV0Pa = (—i7 -V +my + g0 + guwoo

(3.38)
+395P0070T0 + 5¢A070(1 + 70)) Pa
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Fiir die Felder bestimmt man folgende Gleichungen:

—(A+m)o+U'(0) = —gs0t
(A +m)wo +U'(wo) = guthrot)
(—A+ m,z))/)oo = 39UV
—-AA, = %ez/;(l + 73)Y0% -

Unter den beschriebenen, teilweise restriktiven Ndherungen ergibt sich ein selbstkon-
sistentes Feldproblem &hnlich dem des nichtrelativistischen Hartree-Fock-Verfahrens.
Wie bei der Methode der Skyrmekraft konnen diese Gleichungen aber auch als De-
finition eines sehr erfolgreichen effektiven Modells aufgefasst werden.

Je nach Annahme werden fiir die Lagrangedichte verschiedene Mesonenfelder
und unterschiedliche Formen der Kopplung verwendet. Als freie Parameter treten
dann neben der Nukleonenmasse die entsprechenden Massen und Kopplungskon-
stanten der Mesonen auf, die auf dhnliche Weise wie bei den nichtrelativistischen
Kernmodellen aus bekannten Eigenschaften von Kernmaterie und Kernen bestimmt
werden.

3.3.4 Verwendete Parametrisierungen

Die effektiven Lagrangedichten der Parametersitze NL3, NL-Z2 und TMA bein-
halten den Austausch skalarer, vektorieller und isovektorieller Mesonen. Bei NL3
und NL-Z2 wird die skalare Selbstwechselwirkung des o-Mesons miteinbezogen,
bei TMA zusitzlich noch die nichtlineare vektorielle Selbstwechselwirkung des w-
Mesons. NL3 wurde unter der besonderen Beriicksichtigung von Isospin-Effekten
entwickelt. Hierfiir wurde der Parametersatz an den Bindungsenergien und den
rms-Radien der Ladungs- und Neutronendichten der Kerne 60, %°Ca, *8Ca, °8Ni,
0Cr, 1168n, 124Gn, 1329n, 28Ph und 2'*Pb angefittet. Des Weiteren wurden die
Kernmaterie-Eigenschaften Bindungsenergie pro Nukleon, Sattigungsdichte, nuklea-
re Inkompressibilitdt und Symmetrieenergie beriicksichtigt. Auch hier wird die Paar-
kraft in der iiblichen Form einer d-Kraft iiber das BCS-Schema implementiert. Die
zugehorige Massentabelle erstreckt sich fiir alle gg-Kerne mit Z = 20 bis Z = 130
weit iiber die Neutronen-Dripline hinaus, wobei nur sphérische Geometrie der Kerne
beriicksichtigt wurde.

Des Weiteren wurde in dieser Arbeit die mit NL3def bezeichnete Massentabel-
le von Lalazissis [LRR99| verwendet, in der ebenfalls fiir den Parametersatz NL3
1315 gg-Kerne mit 10 < Z < 98, aber unter Hinzunahme axialsymmetrischer De-
formationen, bis zum Erreichen der Dripline berechnet wurden. Hier wurden fiir
das BCS-Paarungs-Schema konstante Paarungs-Gaps angesetzt. NL3def ermdglicht
den direkten Vergleich mit den ebenfalls deformiert berechneten nichtrelativistischen
Modellen und der FRDM-Massentabelle.
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Beim Parametersatz NL-Z2 wurde eine Korrektur der unerwiinschten Schwer-
punkts-Bewegung durchgefiihrt, indem der volle mikroskopische Korrekturfaktor

(P2.)
E.pm = Ii (3.43)
in perturbativer Form subtrahiert wurde. Bei NL-Z2 wurden die freien Parame-
ter aus den Bindungsenergien, Diffraktionsradien, Oberflichendicken, rms-Radien
der Ladungsdichten und der Spin-Bahn-Aufspaltungen 17 verschiedener Kerne be-
stimmt. Die zugehorige Massentabelle wurde fiir gg-Kerne von Z = 26 bis Z = 140
bis zum Erreichen der Dripline unter der Annahme sphérischer Geometrie berech-
net. Hierbei gibt es, wie in Abb. [A] erkennbar, eine kleine Liicke zwischen den
Audi-Wapstra-Kernen und denen von NL-Z2, so dass gewisse Abweichungen von
der ermittelten Sequenz nicht auszuschliefen sind. Da die Massentabelle aufterdem
erst bei Z = 26 beginnt, konnten bei der Berechnung der Sequenz des Weiteren
Kerne mit geringerer Ladung iibergangen worden sein.

Die Parametrisierung TMA stellt den Nachfolger der beiden Parametersitze
TM1 und TM2 [ST94] dar, die wie TMA beide die vektorielle Selbstwechselwirkung
des w-Mesons beinhalten. Die Notwendigkeit der Hinzunahme dieser Selbstwechsel-
wirkung wird durch relativistische Brueckner-Hartree-Fock-Rechnungen motiviert:
Die vektorielle Selbstenergie des Nukleons entspricht dabei Vielteilchen-Effekten ho-
herer Ordnung, die iiber die iibliche relativistische Mean-Field-Beschreibung hinaus-
gehen. Die Parameter von TM1 wurden an den Bindungsenergien und Ladungsra-
dien von Kernen mit Protonenzahl grofer oder gleich 20, und die von TM2 an leich-
teren Kernen mit Protonenzahl kleiner als 20 angefittet. Anstatt zwei verschiedene
Parametersétze fiir die Beschreibung leichter und schwer Kerne zu konstruieren, wur-
den bei TMA massenzahl-abhéngige Fit-Parameter verwendet. Die Massentabelle
zu TMA beriicksichtigt wie NL3def axialsymmetrische Deformationen und umfasst
6969 Kerne mit Z, N > 8 und Z < 100 von der Protonen- bis zur Neutronen-
Dripline.

Das relativistischen Punktkopplungsmodell PCF'1 ist ebenfalls ein Mean-Field-
Modell, allerdings wechseln hier die Nukleonen nicht iiber mittlere Mesonen- sondern
iiber mittlere Nukleonenfelder. Die Nukleonenfelder sind dabei von verschwinden-
der Reichweite (Punktkopplung oder Kontaktwechselwirkung), und werden zusam-
men mit Ableitungstermen verwendet, die den Meson-Austausch endlicher Reich-
weite simulieren. PCF1 verwendet dabei vier-, sechs- und acht-Fermionen-Punkt-
Kopplungs-Terme in der effektiven Lagrangedichte, die jeweils zwei-, drei- und vier-
Korper-Wechselwirkungen reprisentieren. Die Parameter von PCF1 wurden dabei
auf dhnliche Weise wie bei NL-Z2 gewonnen. Die berechnete Massentabelle sphi-
rischer gg-Kerne deckt den gleichen Bereich wie NL-Z2 ab, und auch hier gibt es
eine kleine Liicke zu den experimentellen Daten, mit den bei NL-Z2 angesprochenen
Konsequenzen.
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In dem mit Chiral bezeichneten Modell wird ein chiraler effektiver Lagrangi-
an verwendet, der aus der nichtlinearen Realisierung der chiralen SU(3) x SU(3)
Symmetrie, motiviert aus der Quantenchromodynamik (QCD), konstruiert wur-
de. Mit dem SU(3) chiralen Modell kénnen sowohl Kernmaterie als auch Eigen-
schaften von Kernen, Hyperkerne und Neutronensterne [HZP00, [SZ03| beschrie-
ben werden. Hierbei wird sowohl das volle Nonet der skalaren, pseudoskalaren und
Vektor-Mesonen miteinbezogen, als auch ein Dilaton-Feld und das Baryonen-Oktett
in der Mean-Field- und No-Sea-Néaherung. Die Hadron-, Meson- und Baryon-Massen
sind keine zusétzlich bendtigten Eingabe-Parameter, sondern werden direkt aus den
Erwartungswerten der skalaren Felder des effektiven Lagrangian (spontane chira-
le Symmetriebrechung neben expliziter Symmetriebrechung) generiert, wie es die
Eigenschaften der QCD vorgeben. Wie auch bei den Modellen NL-Z2 und PCF1
wird die Paarkraft in Form des BCS-Schemas implementiert. Die generierte Mas-
sentabelle sphérischer gg-Kerne erstreckt sich von 7 = 16 bis Z = 100 bis zur
Neutronen-Dripline.

Fiir die relativistischen Modelle NL3, NL-Z2, PCF1 und Chiral wurden zusatzli-
che sphéarische Massentabellen ohne Verwendung der Paarkraft erzeugt, um die Aus-
wirkungen des Pairings direkt untersuchen zu kénnen. Die Rechnungen fiir Massen-
tabellen mit Paarkraft werden durch ein angehiingtes ,p“ gekennzeichnet, die ohne
Paarungsterm duch ,np*“.

Die beiden einzigen deformiert berechneten relativistischen Massentabellen TMA
und NL3def wurden fiir den Vergleich mit den nichtrelativistischen und Trépfchen-
Modellen ausgewihlt.



Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse, wie z. B. die Zustandsgleichung und die
Sequenz der Kerne in der duferen Kruste nicht akkretierender kalter Neutronens-
terne, aus der Anwendung des erweiterten BPS-Modells vorgestellt. Hierbei wurden
mit den unterschiedlichen Kernmodellen aus Kapitel Bl die Eigenschaften und Zu-
sammensetzung der duferen Kruste bestimmt. Die theoretischen Kernmodelle sagen
fiir die einzelnen Nuklide verschiedene Bindungsenergien voraus, so dass bei gege-
bener Dichte fiir unterschiedliche Kernmodelle auch unterschiedliche Nuklide als
Grundzustand zu erwarten sind, was wiederum die Zustandsgleichung beeinflusst.

Da ein grofser Teil der Massen der Kerne, die in der duferen Kruste auftreten,
bereits prizise aus dem Experiment bekannt sind, werden in dieser Rechnung bevor-
zugt die experimentellen Daten aus der atomaren Massentabelle von Audi, Wapstra
und Thibault [AWT03] verwendet. Auf die geschitzten, nicht experimentellen Daten
dieser Tabelle wird allerdings verzichtet. Nur wenn ein Kern nicht in dieser Tabel-
le vorhanden ist, wird auf das jeweilige theoretische Modell zuriickgegriffen. Dies
betrifft insbesondere die Kerne im Bereich der Neutronen-Dripline, da diese auf-
grund der schwierigen Erzeugung und der geringen Lebensdauer nur eingeschrankt
experimentell untersucht werden konnen. Fiir die mit dem Trépfchen-Modell von
Myers und Swiatecki [MS66| berechnete, im Folgenden mit ,BPS“ bezeichnete, Se-
quenz, wurden jedoch keinerlei experimentellen Daten aus [AWT03| benutzt, um die
urspriingliche Sequenz aus [BPS71]| zu reproduzieren.

Mit den neuesten theoretischen Kernmodellen und experimentellen Daten werden
somit die Arbeiten von [BPSTIl, [HZD8&9, [HP94] aktualisiert. Auferdem sollen in
diesem Kapitel die direkten Eigenschaften der einzelnen theoretischen Kernmodelle,
in Form der Neutronen-Driplines, untersucht und miteinander verglichen werden.

69
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4.0.5 Definition und Bedeutung der Driplines

In dem hier betrachteten Kontext bezeichnet man als die Neutronen-Dripline ei-
nes Kernmodells die Linie der letzten Kerne, die eine positive zwei-Neutronen-
Separationsenergie besitzen:

E2ns:WN(A;Z)_WN<A_2,Z)_2mn>O. (41)

Die zwei-Neutronen-Separationsenergie ist die Energie, die geleistet werden muss,
um zwei Neutronen aus dem Kern zu entfernen; unter der Voraussetzung, dass der
zugehorige Kern (A — 2; Z) in dem jeweiligen Kernmodell iiberhaupt existiert.

Die Lage und Position der Neutronen-Driplines ist fiir diese Arbeit von besonde-
rem Interesse, da nur Nuklide innerhalb der Dripline in der dufseren Kruste existieren
konnen. Lige ein Kern auferhalb der Dripline, wire dieser trotz 5-Gleichgewicht und
grofen Elektronendichten instabil gegeniiber der Emission eines Paares von Neu-
tronen, und kann somit keinen stabilen Grundzustand darstellen. Die Neutronen-
Driplines sind eng mit der Schalenstruktur der Kernmodelle verkniipft, an ihnen
werden somit grundlegende Eigenschaften der Kernmodelle sichtbar.

Erreichen der Dripline

Es kann sogar gezeigt werden, dass der letzte Kern einer Sequenz (Ay, Z;) immer
direkt auf der Dripline liegen muss: Die Sequenz endet bei

fy = My, (4.2)

Vernachléssigt man die Beitrige der Erweiterungen zum baryochemischen Potential,
so erhélt man mit Glg. ([Z2]):

1 4
Ly =~ A_ (WN(Af, Zf) + _WL + Zf,ue) . (43)
f 3
Fiir das benachbarte Isotop (A + 2, Zy) findet man wegen der identischen Proto-
nenzahlen bei gleichem Druck dasselbe elektrochemische Potential wie fiir (Ay, Zy)
(siehe Abschnitt EZT0I):

fe = p, . (44)

Da der Kern (Ay, Zy) den Grundzustand darstellt, muss das baryochemische Poten-
tial des Kerns (A + 2, Z¢) grofer als die Neutronenmasse sein:

1 4
/,L;) ~ Af+2 (WN<Af+2,Zf)+§WL+ZfMe) > My, (45)

4
= WN(Af+2,Zf) > Afmn—ng—Zf,ueJern . (46)
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Mit Glg. (E2) und ([E3) folgt:
= WN(Af+2,Zf) > WN(Af,Zf) + 2m,, , (47)

was gerade der Definition der Dripline (Glg. (1)) entspricht.

4.1 Die Zustandsgleichung

Abb. BTl zeigt die Zustandsgleichungen einer Auswahl der unterschiedlichen Kern-
modelle, die jeweiligen Grundzustandskerne sind ebenfalls angegeben. Zunichst ist
%Fe am energetisch giinstigsten, da es das am stirksten gebundene Element ist,
und andere Energiebeitrige, wie z. B. die Gitterenergie, bei diesen geringen Dichten
gegeniiber der Masse des Kerns eine untergeordnete Rolle spielen. Dies dndert sich
bei einer Dichte von ~ 10”7 g/cm?, bei der die Elektronen beginnen relativistisch zu
werden. Bei p ~ 2 - 107 g/cm? entspricht der Fermi-Impuls der Elektronen gerade
ihrer Masse. Nur wenig friiher, bei p ~ 8 - 10° g/cm? endet der Bereich der dufieren
Kruste, der aus Eisen aufgebaut ist. Nun stellt ®?Ni den Grundzustand dar, es folgen

30
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Abbildung 4.1: Die mit dem BPS-Modell und den Bindungsenergien der
verschiedenen Kernmodelle berechnete Zustandsgleichung (d. h. der Druck
P als Funktion der Massendichte p) und die jeweiligen Grundzustandskerne
bis zum letzten gemeinsamen Kern aller Modelle (aufer BPS, siehe Text)
aus den Audi-Wapstra-Daten, 8Se. NL3p: Parametersatz NL3, sphirische
Rechnung mit Pairing; PCF1np: Satz PCF1 ohne Pairing; NL.3def: Satz NL3
in deformierter Rechnung.
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Abbildung 4.2: Wie Abb. BTl nun fiir den Bereich hoher Dichte.

die Nickel-Isotope ®*Ni und %Ni. Nach dieser Isotopen-Serie springt die Sequenz zu
den Kernen 8Kr und 34Se, die beide die magische Neutronenzahl 50 besitzen. Fiir
geringe Dichten ist diese Sequenz der Grundzustandskerne fiir alle Modelle identisch,
da allein Kerne aus dem gemeinsam verwendeten Audi-Wapstra-Katalog gefunden
wurden, so dass auch die Zustandsgleichungen identisch sind. Eine einzige Ausnah-
me bildet die Rechnung BPS, bei der, wie bereits erwidhnt, auf die experimentellen
Daten verzichtet und ausschlieflich das theoretische Tropfchen-Modell von Myers
und Swiatecki verwendet wurde. Trotzdem gibt es nur eine einzige Abweichung in
dieser Sequenz: %°Ni wurde bei BPS nicht als Grundzustand gefunden. Aber wie man
an dem Graphen erkennen kann, hat diese Abweichung nur geringe, nicht sichtbare
Auswirkungen auf die Zustandsgleichung. Ab einer Massendichte von 10" g/cm?
dringt die Sequenz in den Bereich der theoretischen Kernmodelle vor und wird nun
von der jeweils verwendeten Massentabelle abhéngig. Die unterschiedlichen Sequen-
zen ziehen unterschiedliche Zustandsgleichungen nach sich. In Abb. wurde der
Hochdichtebereich vergrofert dargestellt, so dass die Separierung der einzelnen Mo-
delle erkennbar wird. Trotz der unterschiedlichen Sequenzen sind die Abweichungen
der Zustandsgleichungen nur in der Grofenordnung weniger Prozent und bleiben
damit relativ gering.

In Abb. sind auch die in Abschnitt erklarten Dichtespriinge, die bei
den Ubergingen von einem Grundzustandskern zum niichsten auftreten, gut er-
kennbar. Exemplarisch sei hier zur genaueren Betrachtung der letzte Ubergang der
BPS-Rechnung '2°Sr — '8Kr ausgewihlt. Numerisch wurde folgender Dichtesprung
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ermittelt:

Ap  3,924-10"

Mit der Abschétzung aus Glg. ([Z24)) erhilt man:

Ap _ Z/A | 38/120

p  Z'JA T 36/118

~1=380%, (4.9)

die Ndherung liefert also gute Ergebnisse.

4.1.1 Der adiabatische Index

Eine andere Moglichkeit die Zustandsgleichung zu untersuchen, ergibt sich durch
den adiabatischen Index, der wie folgt definiert ist:
Ty oP
N=—— 4.10
P 871{, ’ ( )
Der adiabatische Index dient als notwendiges Stabilitdtskriterium von kompakten
Sternen. Diese miissen die Bedingung
R
Ty > 4/3+K§S (4.11)
fiir den iiber den Stern gemittelten adiabatischen Index erfiillen [Cha64], wobei K
eine dimensionslose Konstante der Gréfke ~ 1, R den Radius des Sterns, und Rg den
zugehdrigen Schwarzschildradius darstellt. Der Schwarzschildradius berechnet sich
aus der Gesamtmasse M des Objekts mit Hilfe der Gravitationskonstanten G zu
Rs = 2931 (niheres zur Bedeutung des Schwarzschildradius folgt in Abschnitt B1).

Des Weiteren dient der adiabatische Index als Maf fiir die Harte bzw. Steifigkeit
einer Zustandsgleichung. Hier gilt die allgemeine Regel: desto steifer die Zustands-
gleichung, desto grofer die Masse des massivsten stabilen Neutronensterns und desto
geringer dessen zentrale Energiedichte.

In Abb. ist der adiabatische Index als Funktion der Dichte fiir eine Auswahl
der Kernmodelle dargestellt. An den Ubergangspunkten wird der adiabatische Index
null, da der Druck iiber den Phaseniibergang hinweg konstant bleibt. Dieses Absin-
ken im Bereich der Phaseniibergiinge fiihrt zu einer Verminderung des Mittelwertes
von I'. Die Phaseniibergéinge erster Ordnung verursachen somit eine Aufweichung
der Zustandsgleichung. Dies ist nicht nur charakteristisch fiir die hier betrachteten
Ubergiinge zwischen verschiedenen Kernsorten, sondern gilt allgemein fiir jede Art
von Phaseniibergang erster Ordnung.
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Abbildung 4.3: Der adiabatische Index I' berechnet unter Verwendung
des BPS-Modells fiir die gleichen Kernmodelle wie in Abb. EET und Die
horizontale Linie zeigt I' = 4/3.

Wie man sieht, gibt es keine bemerkbaren Unterschiede zwischen den einzel-
nen theoretischen Modellen, einzig die Uberginge bei groRen Dichten finden an
verschiedenen Stellen statt. Fiir hohe Massendichten konvergiert der adiabatische
Index gegen den relativistischen Limes I' = 4/3, ein Wert, der folgendermafen er-
klart werden kann: Der Druck des Systems wird bei grofsen Dichten hauptsichlich
durch den Druck des Elektronengases

1 ke kQCQ
Po=—= k*dk 4.12
iy 1)
bestimmt. Dieser wird im relativistischen Limes (k. > m.c, E(k) = kc) zu
c
P=——k, 4.13
1272h° ¢ (4.13)

und mit Glg. (Z6]) findet man folgenden einfachen Zusammenhang:
P, < n?/3 o n%?’ : (4.14)

e

aus dem direkt der Wert von 4/3 des adiabatischen Index im relativistischen Limes
folgt.

Allein allgemein-relativistische Effekte, welche durch das Verhéltnis Rg/R in
Glg. (I reprasentiert werden, sowie das Auftreten der Phaseniibergénge fiihren
also dazu, dass auch hypothetische weifte Zwerge, die nur aus der Materie der dufseren
Kruste bestiinden, eine Maximalmasse beséfsen, iiber der sie instabil werden wiirden.
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4.2 Kernsequenzen und Driplines

In den nun folgenden Unterabschnitten werden die Sequenzen der Kerne, die bei der
jeweiligen Dichte den Grundzustand darstellen, und die Neutronen-Driplines ausge-
wahlter theoretischer Kernmodelle zunéchst hinsichtlich bestimmter Gesichtspunkte
untersucht, um abschliefend einen allgemeinen Vergleich aller verwendeten Modelle
durchzufiihren.

4.2.1 Tropfchen-Modelle

Abb. E4 stellt die Ergebnisse der Rechnung fiir das Modell FRDM in kompakter
Form dar. Zum einen wird ersichtlich, welche Kerne durch die Audi-Wapstra-Daten
gegeben sind und welcher Bereich durch das theoretische Kernmodell abgedeckt

wird. Zum anderen wird die Sequenz der Grundzustandskerne grafisch veranschau-
licht.

Magische Zahlen

Neutronen- oder Protonenzahlen bezeichnet man als magische Zahlen, wenn die
entsprechenden Kerne gegeniiber Kernen mit dhnlicher Massen- und Protonenzahl
besonders stark gebunden sind. Experimentell findet man fiir Neutronen und Pro-
tonen die magischen Zahlen 2, 8, 20, 28, 50, 82 und 126. Aufergewohnlich stabil
sind die doppeltmagischen Kerne wie *He, *°Ca oder 2°®Pb, bei denen sowohl die
Neutronen- als auch die Protonenzahl magisch sind. Magische Kerne besitzen eine
besonders hohe Separationsenergie eines einzelnen Nukleons, Kerne mit einem zu-
sitzlichen Nukleon hingegen eine wesentlich geringere. Dies dhnelt stark den Scha-
lenabschliissen der Edelgase in der Atomphysik, die auf der Drehimpulsentartung
von Zustdnden gleicher Hauptquantenzahl beruhen. Bei Kernen sind nur die ers-
ten drei magischen Zahlen durch die Drehimpulsentartung erklérbar, fiir gréfere
magische Zahlen werden elementare Unterschiede zwischen Kernen und Atomen
deutlich. Erst unter Hinzunahme der Spin-Bahn Kopplung kénnen alle magischen
Zahlen erklart werden. Die Spin-Bahn-Kopplung, die im Atom nur die sehr schwache
Feinstruktur-Aufspaltung bewirkt, ist im Atomkern so grof, dass sie die Niveauauf-
spaltung erheblich beeinflusst.

Die Dripline des Modells FRDM beginnt in Abb. E4lbei N = 50, die eine bekann-
te magische Neutronenzahl darstellt. An dem senkrechten Verlauf der Dripline zeigt
sich, dass diese Kerne im FRDM Modell eine besonders hohe Bindungsenergie auf-
weisen. Dies wird wiederum auch darin deutlich, dass nach der Nickel-Isotopenserie
von Krypton bis Nickel eine Serie von fiinf Kernen mit Neutronenzahl 50 durch-
laufen wird. Wie bereits erwidhnt, bewegt sich die Sequenz hierbei zunichst nur
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Abbildung 4.4: Nuklidkarte fiir das theoretische Tropfchen-Modell FRDM,
die Sequenz der Grundzustandskerne (Linie mit Symbolen) und die Neutro-
nen-Dripline (Linie ohne Symbole). Kreuze stellen die Kerne aus der atoma-
ren Massentabelle [AWT03| dar, Punkte alle verfiigbaren Kerne der FRDM-
Massentabelle.

innerhalb des Bereiches, der durch die Audi-Wapstra-Daten abgedeckt wird. Fiir
FRDM ist "®Ni, das auf 8°Zn folgt, der erste Kern, dessen Masse nicht mehr aus den
experimentellen Daten stammt.

Es folgt ein Abschnitt, bei dem die Neutronen-Dripline weitestgehend diagonal
und linear verlduft, bis die Neutronenzahl 82 erreicht wird. Bei (N, Z) = (60, 28)
und (78,34) gibt es allerdings jeweils erst einen Schritt zu kleinerem Z, bevor die
Dripline wieder mit der Neutronenzahl anwéchst. 82 ist fiir FRDM ebenfalls eine
magische Zahl bzw. ein Schalenabschluss, erneut signalisiert durch den ausgeprigt
senkrechten Verlauf der Dripline. Auch die Sequenz orientiert sich wieder entlang
dieser magischen Zahl, wobei sogar die letzten drei Kerne direkt auf der Dripline
liegen. Bei Z = 44 und 48 kann man abgeschlossene Protonenschalen erkennen, die
von der Sequenz allerdings nicht mehr erreicht werden.

4.2.2 Nichtrelativistische Modelle

In Abb. werden zunéchst die Ergebnisse fiir die nichtrelativistischen Massenta-
bellen, die von der BRUSLIB-Kollaboration stammen, betrachtet. Es sind die Se-
quenzen und Driplines von SkSC18, das die ETFSI-Methode verwendet, von MSK?7,
einer Hartree-Fock-Rechnung mit BCS-Pairing, und von BSk8, einer vollen Skyrme-
HFB-Rechnung, dargestellt. Betrachtet man die Driplines, so sind nur geringe Unter-
schiede zwischen den einzelnen Modellen erkennbar, insgesamt ist der Verlauf rela-
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Abbildung 4.5: Nuklidkarte verschiedener deformierter, nichtrelativistisch-
er Modelle von BRUSLIB und deren Neutronen-Driplines. Kreuze stellen die
Kerne aus der atomaren Massentabelle dar [AWT03]. Linien mit Symbolen
zeigen die Sequenz der Grundzustandskerne in der dufleren Kruste unter
Verwendung der verschiedenen Massentabellen.

tiv linear. Die Neutronenzahl 82 kénnte man als magische Zahl der Modelle SkSC18
und BSk8 interpretieren, ansonsten sind keine ausgeprigten Merkmale der Driplines
vorhanden. An den identischen Sequenzen von BSk8 und MSk7 und der &hnlichen
Sequenz von SkSC18 bestitigt sich das Bild, dass die Modelle von BRUSLIB alle
sehr dhnliche Massentabellen liefern. Allerdings fillt bei den Modellen BSk8 und
MSKk?7 auf, dass nach dem letzten Audi-Wapstra-Kern, 8°Zn, kein Kern mit Neutro-
nenzahl 50 sondern %2Zn besetzt wird. Die Neutronenzahl 50 scheint in diesen beiden
Modellen nicht besonders stark gebunden zu sein, was auch durch den waagrechten
Verlauf der Driplines in diesem Bereich bestétigt wird. Anschliefend findet man ab
126Ru identische Sequenzen mit N = 82, wobei SkSC18 mit ?°Sr den Neutronen-
Drip bereits ein Isoton (Kerne mit gleicher Neutronenzahl) friiher als die beiden
anderen Modelle erreicht.

Abb. zeigt eine Auswahl der nichtrelativistischen Modelle von Dobaczewski
et al. SLy4 und SkP sind volle Skyrme-HFB-Rechnungen, SkM* hingegen verwen-
det die BCS-Niherung. Die Neutronen-Driplines der drei Modelle sind sehr unter-
schiedlich: Beim Parametersatz SLy4 ist die Dripline dhnlich wie die der Modelle
aus Abb. EEQ SkP liegt um AZ = 0 — 4 nach unten verschoben, SkM* erneut bei
um AZ = 0 — 4 kleineren Werten von Z verglichen zu SkP. Die Dripline von SkP
verlauft relativ linear, die von SLy4 weist deutlichere Schalenabschliisse auf und die
von SkM* ist relativ sprunghaft. Bei SkM* wandert die Dripline des Weiteren in der
Gegend um (N, Z) = (100, 42) zunéchst drei Kerne weiter zu kleinerem Z und N,
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Abbildung 4.6: Wie Abb. LAl nun fiir nichtrelativistische Modelle von
Dobaczewski et al.

um erst dann wieder anzusteigen. Ein dhnliches Verhalten ist auch fiir verschiedene
Modelle von Dobaczewski in Abb. bei N = 104 und N = 108 zu erkennen,
allerdings nicht so ausgeprigt wie hier fiir SkM*.

Folgende magische Protonenzahlen sind erkennbar: 32 und 46 fiir SLy4, 22 und
32 fiir SkP, 30 (und evtl. 44) fir SkM*. Fiir SLy4 ist 82 an der Dripline deutlich als
neutronen-magische Zahl zu erkennen, fiir SkM* nur gering und fiir SkP iiberhaupt
nicht. So ist die Sequenz von SLy4 dhnlich zu denen aus Abb. L3 und folgt ebenfalls
den magischen Zahlen N = 50 und N = 82. Die beiden Kernmodelle SkM* und SkP
zeigen hingegen ein ganz anderes Verhalten. Bei ihnen sind ausgeprégte Isotopen-
Sequenzen zu erkennen. SkP verlduft zundchst entlang Z = 30, und springt dann zu
zwei Strontium-Isotopen mit Z = 38, um bei 32Zr zu enden. Bei SkKM* ist Z = 28
eine noch ausgepragtere magische Zahl, anschliefend wird hier allerdings auch N =
82 mehrmals besetzt. Entsprechend den Driplines liegen auch die Sequenzen in Z
zueinander verschoben, SkP bei geringerem Z als SLy4, und SkM* um AZ =0 — 4
unter SkP.

Die nichtrelativistischen Modelle zeigen, dass nicht die Details der Niaherung,
wie ETFSI, BCS oder HFB, fiir die Lage der Dripline und die Sequenz der Kerne
entscheidend sind, sondern vielmehr die Art der Anpassung der freien Parameter.
Die Kernmodelle von Dobaczewski wurden an unterschiedlichen Sitzen weniger aus-
gewahlter Observablen angepasst und zeigen grofe Unterschiede in der Sequenz. Die
BRUSLIB-Rechnungen wurden hingegen auf gleiche Weise an den Bindungsenergi-
en mehrerer tausend Kerne gefittet und liefern nahezu identische Ergebnisse. Sogar
im Vergleich mit dem Trépfchen-Modell FRDM bleibt diese Schlussfolgerung beste-
hen. Auch bei FRDM wurden die freien Parameter hauptséichlich an einer grofen
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Anzahl bekannter Kernmassen angepasst, und die resultierende Sequenz und Dri-
pline stimmt sehr gut mit den BRUSLIB-Modellen iiberein. Diese Konsistenz, trotz
der unterschiedlichen zugrunde liegenden Theorien und verwendeten N&herungen,
deutet auch auf die hohe Entwicklung und Qualitit der theoretischen Kernmodelle
hin.

4.2.3 Relativistische Modelle

Deformationen

In Abb. 7 kénnen die beiden deformierten relativistischen Rechnungen NL3def
und TMA mit dem sphérischen relativistischen Modell NL3p verglichen werden. Die
Neutronen-Driplines liegen hier noch weiter auseinander als in Abb. NL3def ist
bei relativ grofsen Werten von Z lokalisiert, TMA hingegen &hnelt von der Lage her
den Modellen von BRUSLIB. Die Driplines von NL3 und TMA verlaufen relativ
linear und parallel zueinander, nur um Z = 28 und Z = 42 gibt es fiir das letzte
stabile Isotop eines Elements grofere Unterschiede. Schalenabschliisse lassen sich an
der Dripline von NL3def nur fiir die Protonenzahl Z = 30 und 44, bei TMA fiir
Z = 26 und 40 und die Neutronenzahl N = 82 ablesen.

NL3p zeigt die erste Dripline und Sequenz einer nicht deformiert berechneten
Massentabelle. Die Dripline von NL3p verlduft in Stufen, es sind eine Vielzahl von
,Plateaus und ,Wénden“ erkennbar, die deutliche Schalenabschliisse bei Z = 32, 38

48 | X XORXHXHRXHXHHHRXHHHRXN

SOOKHKHHKAXHKHXEHKKHKXH KX HK
SOORHAIHKIHEIRXKHKIHKXHKA X

SO OORXHXXHXXHK K

é><:<<iz><><><><x><zi><><x m —— NL3def
o TMA
oo L NL3p
20 : ‘ ‘ : ‘ |

30 40 50 60 70 80 90 100 110
N

Abbildung 4.7: Die Neutronen-Driplines und Sequenzen der zwei relativis-
tischen Modelle NL3def und TMA in deformierter Rechnung, und des sphé-
rischen Modells NL3p (NL3 mit Pairing). Symbolisierung wie in Abb.
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und 40 und N = 62,70,82 und 112 signalisieren. Die magischen Zahlen sind fiir
die nicht deformierte Rechnung insgesamt wesentlich deutlicher ausgeprigt. Des
Weiteren fillt auf, dass die Dripline mit bis zu AZ = 10 unter der von NL3def bei
sehr kleinen Werten von 7 liegt.

Die Sequenzen stimmen weitestgehend mit den bisher betrachteten iiberein. Das
heifst, das alle drei verschiedenen Typen von theoretischen Kernmodellen, Tropfchen-
Modelle, nichtrelativistische und relativistische Modelle, je nach verwendeter Para-
metrisierung dazu in der Lage sind dhnliche Ergebnisse zu liefern.

Aufler Kernen mit den Neutronenzahlen 50 und 82 gibt es fiir die drei relativisti-
schen Massentabellen nur folgende Grundzustandskerne: Bei NL3def wird nach der
N=50-Isotonen-Serie noch *'Ni besetzt, die Sequenz endet bei '?°Kr, ein Nuklid mit
Neutronenzahl 84. Bei TMA taucht ein ungewohnlich schweres Element, 89Xe, mit
der magischen Neutronenzahl N = 126 auf. Doch auch bei NL3p gibt es trotz der
deutlich abweichenden Dripline mit **Ni nur einen ,ungewdhnlichen* Kern. Wie ist
das zu erkldren?

Kerne mit abgeschlossenen Schalen sind kugelsymmetrisch und nicht deformiert.
Da in der duferen Kruste wegen den hohen Bindungsenergien fast ausschlieflich
eben solche Kerne zu finden sind, spielen hier Deformationen nur eine untergeord-
nete Rolle. Weit weg von abgeschlossenen (d. h. bei halbgefiillten) Schalen polari-
sieren die dort befindlichen Nukleonen den Kernrumpf. Das mittlere Kernpotential
ist in diesem Fall nicht mehr kugelsymmetrisch und die Kerne werden deformiert.
Diese Deformationen fiihren zu einer Abschwichung der Schaleneffekte, welche die
Gléattung der Dripline zur Folge hat.

Effekt des Pairings

In Abb. sind die Kernsequenzen und Driplines fiir die vier relativistischen Mo-
delle in sphérischer Rechnung mit und ohne Pairing dargestellt. Sofort fallt der stu-
fenférmige Verlauf der Dripline, der schon bei NL3p festgestellt wurde, auch bei den
anderen drei Modellen mit Pairing aber ohne Deformationen ins Auge. Hierbei ist zu
beachten, dass die Massentabellen von NL-Z2 und PCF1 erst bei Z = 26 beginnen.
Des Weiteren findet man kleine ,,Halbinseln“, Bereiche bei denen die Protonenzahl
nicht kontinuierlich mit der Neutronenzahl wéchst, sondern zunéchst kleiner wird,
um dann wieder anzusteigen; besonders ausgeprégt z. B. bei NL-Z2 fiir N = 90—100
und Z = 32. Der Effekt des Pairings auf die Dripline ist eher von untergeordneter
Rolle. Die Lage und Position bleiben unveridndert, es ist nur eine Glattung durch
Hinzunahme des Pairings festzustellen. Verglichen mit den nichtrelativistischen Mo-
dellen liegen die Driplines der Modelle NL3, NL-Z2 und PCF1 besonders im Bereich
von N = 80 — 110 bei sehr niedrigen Werten von Z. Das Chirale Modell zeigt ein
anderes Verhalten, hier verlauft die Dripline bei sehr grofsen Werten von Z nahe an
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Abbildung 4.8: Nuklidkarten der verschiedenen sphérischen relativisti-
schen Modelle und deren Neutronen-Driplines. Durchgezogene Linien stehen
fiir Kernmodelle mit Pairing, gestrichelte ohne Pairing. Die Kreuze stellen
die Kerne aus der atomaren Massentabelle [AWT03] dar. Linien mit Symbo-
len zeigen die Sequenz der Grundzustandskerne in der dufseren Kruste unter
Verwendung der verschiedenen Massentabellen.

den Audi-Wapstra-Daten.

Z =32 und N = 68 und 112 konnen als magische Zahlen fiir das Modell NL-
Z2p an der Dripline abgelesen werden, fiir NL-Z2np (ohne Pairing) N = 70,82, 102
und 112. In der Sequenz findet man neben N = 50 und 82 einen bzw. zwei Kerne
mit Neutronenzahl 70, und fiir beide Rechnungen jeweils einen relativ schweren
Kern bei N = 112. Die magischen Neutronenzahlen von NL3np sind dieselben wie
bei NL3p: 62, 70, 82 und 112, magische Protonenzahlen kénnen nicht ausgemacht
werden. Bei PCF1p gibt es einen senkrechten bzw. waagrechten Verlauf der Dripline
bei N = 68,80 und 110, bzw. Z = 40. Bei PCF1np sind die Neutronen-magischen
Zahlen jeweils um N=2 verschoben: N = 70,82 und 112. Dieses Verhalten ist auch
in der Sequenz wiederzufinden, die sich bei PCF1lp nach N = 82 bei N = 80
fortsetzt. Bei PCF1np tauchen stattdessen nur N = 82 Isotone auf. Dafiir werden
bei PCF1np auch wieder zwei Kerne mit N = 70 gefunden. Bei dem chiralen Modell
mit Pairing sind Z = 24,42 und 46, und N = 60,68 und 110 magische Zahlen,
ohne Pairing Z = 24 und N = 62,70 und 112. Die Sequenz von Chiralnp besteht



Ergebnisse 82

nur aus Kernen mit N = 50 und der ungewdhnlichen magischen Zahl N = 70, die
in diesem Modell stark ausgeprigt ist. Bei Chiralp kommt schon nach ®2Ge mit
$1Cr ein Kern aus der theoretischen Massentabelle, der bereits auf der Dripline liegt
und auch noch besonders leicht ist. Dies ist der einzige Fall, dass ein Kern mit
geringerer Ladungszahl Z als 26 gefunden wurde. Es folgen Nuklide mit N = 70
und 68, bis die Sequenz mit °°Pd endet. Wie auch die Dripline, liegt auch die
Sequenz bei sehr grofen Werten von Z. Die ungewohnliche magische Zahl 70 kénnte
mit der Hinzunahme von Tensor-Termen, die in den anderen Modellen fehlen, in
Verbindung stehen. Genau wie bei PCF1 fiihrt das Pairing zu einer Verschiebung der
Dripline und zu einem Aufsplitten der Sequenz, fiir PCF1 bei 80/82, fiir Chiral bei
68/70. Durch das Pairing werden neue Energieniveaus erzeugt, die bevorzugt besetzt
werden. Dieses ,,Ausschmieren” der Energie-Niveaus fiihrt neben dem Aufsplitten der
Sequenz auch zur Glattung der Dripline.

4.2.4 Neutronen-Driplines

In diesem Unterabschnitt sollen die bisher noch nicht betrachteten Driplines vorge-
stellt und abschliefende Vergleiche zwischen den unterschiedlichen Gruppen theo-
retischer Modelle durchgefiihrt werden. Hierzu sind in Abb. die Driplines aller
verwendeten Modelle dargestellt.

Deformationen

Vergleicht man die Driplines sphérischer Kerne (in Abb. links oben) mit de-
nen aller deformierter, siecht man bei den deformierten Berechnungen einen steileren
und nahezu linearen Verlauf der Dripline. Somit bestétigt sich, was im detaillierten
Vergleich von NL3p mit TMA und NL3def bereits festgestellt wurde. Nicht defor-
mierte Rechnungen zeigen einen stufenformigen Verlauf der Dripline, der auf eine
Uberbetonung der Schalenabschliisse hindeutet. Die Hinzunahme des zusitzlichen
Freiheitsgrades der Deformation fiihrt zu einer Abschwichung der Schaleneffekte,
die Dripline verlduft wesentlich linearer. Insgesamt zeigen die deformierten Rech-
nungen eine gute Ubereinstimmung untereinander beziiglich der Dripline. Bei den
sphérischen Modellen findet man stattdessen ausgeprigtere Unterschiede zwischen
den einzelnen Modellen, es ergibt sich ein weniger konsistentes Bild. Abgesehen von
dem chiralen Modell liegen die Driplines der sphérischen Rechnungen oft bei klei-
neren Protonenzahlen als die der deformierten.

Die Hinzunahme von Deformationen spielt also fiir die allgemeine Form der Dri-
pline eine entscheidende Rolle. Die exakte Lage der Dripline deformierter Massenta-
bellen bleibt zwar von der verwendeten Parametrisierung und Fit-Prozedur abhén-
gig, aber nur in geringerem Mafe als bei den nicht deformierten Rechnungen.
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Abbildung 4.9: Nuklidkarten mit den Neutronen-Driplines aller theoreti-
schen Kernmodelle aus Tabelle Bl Die linke Seite zeigt die relativistischen
Modelle, die rechte die nichtrelativistischen und Trépfchen-Modelle. Kreuze
stellen die Kerne aus der atomaren Massentabelle [AWT03] dar.

Nichtrelativistische Modelle

Auch nach Hinzunahme der Modelle BSK2 und SkSC4 bleibt die iiberraschend gu-
te Ubereinstimmung der BRUSLIB-Modelle erhalten. Die Driplines beginnen bei
(N, Z) ~ (48,20), verlaufen dann sehr linear und enden bei ungefiahr (108, 50). Die
einzigen deutlicheren magischen Zahlen sind die Protonenzahl 30 und die Neutro-
nenzahl 82.

Das bisher noch nicht besprochene Modell von Dobaczewski, SLy4HO, zeigt nur
sehr geringe Abweichungen von SLy4 und zwar in den Bereichen um N = 88 — 92
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und N = 54 — 58, die magischen Zahlen sind dieselben. Verglichen mit den Driplines
der BRUSLIB-Massentabellen sind SLy4 und SLy4HO diesen éhnlich, SkM* und
SkP liegen bei kleineren Protonenzahlen.

Bei den Driplines der Massentabellen von Dobaczewski weist nur SkP ein dhnlich
ausgepragtes lineares Verhalten wie die BRUSLIB-Modellen auf, SLy4 und Sly4HO
zeigen deutlichere Schalenabschliisse und SkM* ist hingegen sehr sprunghaft.

4.2.5 Sequenzen

In diesem Abschnitt sollen noch einmal die wesentlichen Ergebnisse fiir die Sequenz
der unterschiedlichen Kernmodelle zusammengefasst und miteinander verglichen
werden. Hierzu sind in Abb. L0 alle Sequenzen im Uberblick dargestellt.

Die Sequenzen der Parameter-Siatze von BRUSLIB liegen auch unter Hinzunah-
me von BSk2 und SkSC4 beinahe komplett {ibereinander, es gibt nur geringe Ab-
weichungen untereinander. Die Sequenzen folgen auffillig eng den magischen Zahlen
50 und 82 und dhneln in dieser Hinsicht dem Tropfchen-Modell FRDM. Die bisher
nicht betrachteten Grundzustandskerne von SkSC4 unterscheiden sich nur um einen
einzigen Kern von denen von SkSC18: die besonders ausgeprigte Sequenz entlang
N = 82 beginnt fiir SkSC4 und die restlichen BRUSLIB-Modelle bereits bei Z = 46,
fiir SkSC18 erst bei Z = 44. Bei BSk2 treten gegen Ende der Sequenz zwei Kerne
mit N = 84 auf, sonst sind keine Abweichungen festzustellen.

Bei den Modellen von Dobaczewski findet man ein anderes Bild. Hier ist die
grofte besetzte Protonenzahl nur 42, insgesamt liegen die Sequenzen bei nicht ganz
so grofien Werten von Z und zeigen grofere Abweichungen voneinander. Die Sequenz
von SLy4HO ist zu der von SLy4 identisch, die Rechnung in der harmonischen
Oszillator-Basis zeigt keine Auswirkung. Die Sequenzen von SLy4 und SLy4HO
dhneln denen von BRUSLIB, erreichen aber nicht so grofe Werte von Z. Die beiden
Massentabellen SkM* und SkP zeigen durch die auffilligen Isotopensequenzen ein
génzlich anderes Verhalten als alle anderen betrachteten Massentabellen. Auch die
sonst duferst oft auftretenden magischen Zahlen N = 50 und 82 werden bei diesen
beiden Modellen nicht besetzt.

Bei den relativistischen Modellen treten N = 50 und N = 82 wieder als die
dominanten magischen Zahlen hervor, allerdings gibt es fiir diese Modelle vermehrt
ausgefallenere Kerne abseits dieser beiden magischen Zahlen. Insbesondere beim Mo-
dell Chiral wurden signifikante Unterschiede in den magischen Zahlen festgestellt,
hier iibernimmt N = 70 die Rolle von N = 82. Dieses ungewohnliche Verhalten
wurde auf die Hinzunahme von Tensortermen fiir das p-Meson im effektiven Lagran-
gian zuriickgefiihrt, die, verglichen mit den anderen Modellen, eine unterschiedliche
Isospin-abhéngige Spin-Orbit-Kopplung zur Folge haben.
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Abbildung 4.10: Die Sequenzen der Kerne in der duferen Kruste nicht
akkretierender kalter Neutronensterne unter Verwendung der verschiedenen
nuklearen Modelle. Darstellung analog zu Abb.

Im Vergleich der sphérischen relativistischen Modelle mit und ohne Pairing kam
es zu einem Aufsplitten der Sequenz, das auch in der Dripline wiedergefunden werden
konnte. Beim chiralen Modelle wurde die magische Neutronenzahl 70 in 68 und 70
aufgesplittet, bei PCF1 82 in 80 und 82.

Die Beriicksichtigung von Deformationen zeigte nur relativ geringe Auswirkun-
gen auf die Sequenz. Auch die deformierten relativistischen Rechnungen TMA und
NL3def bestitigen das sonst gefundene Bild, dass sich die Sequenz bis auf gerin-
ge Abweichungen entlang der magischen Zahlen N = 50 und 82 orientiert. Der in
TMA auftauchende Kern '29Xe stellt den schwersten Kern der Sequenzen aller hier
betrachteten Modelle dar.
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Die klassische, von BPS gefundene Sequenz weist eine iiberraschend gute Uber-
einstimmung mit den aktuellsten theoretischen Kernmodellen auf. Fiir den Vergleich
der hier prisentierten Ergebnisse mit existierenden Rechnungen sei auf Kapitel B2
verwiesen.

4.2.6 Ergebnisse der Top-Modelle

In Abb. EETT] werden die Sequenzen und Driplines fiir fiinf verschiedene Kernmodelle
dargestellt, die aus den verschiedenen Gruppen theoretischer Kernmodelle als am
reprasentativsten und modernsten ausgewahlt wurden. Fiir die nichtrelativistischen
Modelle von BRUSLIB wurde BSkS8, fiir die von Dobaczewski SLy4 genommen.
NL3def und TMA représentieren die relativistischen Modelle, FRDM die Tropf-
chenmodelle. Jede dieser fiinf Massentabellen beriicksichtigt Deformationen.

Betrachtet man die Driplines, so ist fiir alle Modelle ein weitestgehend linearer
Verlauf von (N, Z) ~ (20, 46) bis (82, 36) erkennbar. Bei der magischen Neutronen-
zahl 82 verdndert sich die Steigung, die Dripline verlduft senkrecht. Alle Modelle
sagen zwischen Z = 36 und 38 bei N = 82 eine exakt gleiche Lage der Dripline
hervor. Die Dripline wird somit in diesem Bereich mit groftmaglicher Ubereinstim-
mung festgelegt. Von (82,40) bis (108, 50) folgt ein Bereich mit linearem Verlauf und
dhnlicher Steigung wie fiir Neutronenzahlen N < 82. Insgesamt wird die Neutronen-
Dripline in der Protonenzahl genauer bestimmt als in der Neutronenzahl. Fiir Z
findet man AZ = 6 als grofite Abweichung, bei 28 < Z < 30 tritt mit AN = 16
zwischen den Modellen NL3def und TMA die grofte Diskrepanz in der Vorhersage
fiir die Neutronenzahl auf. Ahnlich groRe Differenzen sind des Weiteren im Bereich
(N, Z) ~ (100, 44) zwischen den Modellen TMA und SLy4 oder NL3def zu erkennen.
Die Bereiche groferer Abweichung liegen gerade zwischen den magischen Zahlen, al-
so dort, wo einerseits Deformationen an Bedeutung gewinnen und andererseits die
Sequenz nicht entlang lduft.

Dies hat zur Folge, dass die Sequenzen groftenteils direkt iibereinander liegen,
und nur geringe unterschiedliche Merkmale der einzelnen Modelle deutlich werden.
Beginnend mit Eisen und den Nickel-Isotopen, werden bis auf vier Ausnahmen nur
Kerne mit N = 50 und 82 gefunden. Wie bereits erwihnt, ist bei BSk8 N = 50
nicht besonders ausgezeichnet, stattdessen wird, wie auch bei NL3def, ein Kern mit
N = 52 gefunden. Bei der N = 82-Serie ist ebenfalls BSk8 auffillig, da es bei sehr
groken Werten von Z beginnt. Es schliefen sich die drei Isotone ?*Mo, '??Zr und
120Sr an, die von allen fiinf Modellen besetzt werden. Nach dem Ausreifer '8)Xe endet
TMA, wie auch alle anderen Modelle aufer NL3def, auf der Dripline bei N = 82,
NL3def bei N = 84. Dieser Endpunkt der Sequenz bei N = 82 (N = 84 fiir NL3def)
und Z = 34 — 38, wird, wie auch die vorangehende Sequenz bei N = 82, aufgrund
der gleichen Vorhersage fiir die Dripline der Kernmodelle sehr genau bestimmt.
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Abbildung 4.11: Nuklidkarte mit den Sequenzen der reprisentativsten
Kernmodelle aus Tabelle Bl und deren Neutronen-Driplines.

Diese Resultate beruhen auf der Extrapolation und Erhaltung der bekannten
magischen Neutronenzahl N = 82 bis zum Erreichen der Dripline in den hier unter-
suchten Massentabellen. Unterschiedliche Isospin-Abhéngigkeiten der Spin-Orbit-
Terme konnten unter anderem allerdings zur Ausléschung oder Verschiebung von
Schaleneffekten fiihren, wie auch in den Modellen Chiral, SkM* oder SkP zu sehen
ist.

Anhand von Abb. EET2 welche die Protonenzahl als Funktion der Massen-Dichte
zeigt, soll die Dichteabhéngigkeit der Sequenzen der unterschiedlichen Modelle un-
tersucht werden. Hierbei wird nur der Dichtebereich p > 10'° g/cm?® abgebildet, da
bis zu einer Dichte von p ~ 3,5-10'° g/cm? die Sequenzen der fiinf ausgewiihlten
Modelle allein durch Kerne aus der Audi-Wapstra-Tabelle gegeben sind und somit
identisch verlaufen: 56Fe, 2sNi, 36Kr, 34Se, 30Ge und 3Zn. 53Zn stellt fiir alle hier
betrachteten und bis auf wenige Ausnahmen auch fiir die meisten anderen Kern-
modelle, den letzten Kern der Sequenz dar, dessen Masse im Experiment bestimmt
wurde. Somit ist die Sequenz bis zu Dichten von ~ 4-10'° g/cm? durch experimentel-
le Daten festgelegt. Erst anschliefiend folgen Kerne der theoretischen Vorhersagen.
Fiir alle der Top-Kernmodelle ist das als nichstes o3Ni, aufer fiir TMA, bei dem
stattdessen bei p ~ 10! g/cm? der Sprung von %°Zn zu 4Pd kommt. Die Isotope
12Mo, 4Zr und 3551 erscheinen bei geringfiigig unterschiedlichen Dichten in allen
Rechnungen. Die groften Unterschiede sind um p ~ 10 g/cm? zu verzeichnen; ha-
ben erst einmal alle Modelle Kerne mit N = 82 erreicht, werden die Unterschiede
geringer. Erst kurz vor Erreichen der Dripline springt TMA zu 54Xe. Schlieflich en-
den die Sequenzen bei sehr #hnlichen Dichten von p ~ 4 - 10! g/cm?® bei 35Sr, 36Kr
oder 345e.
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Abbildung 4.12: Die Protonenzahl Z in Abhéngigkeit der Massen-Dichte
p fiir die ebenfalls in Abb. LTl dargestellten Kernmodelle.

4.2.7 Vergleich mit vorangehenden Arbeiten

Um die aktuellen Ergebnissen mit den Kernsequenzen der vorangehenden Arbeiten
von BPS |[BPST1|, HZD [HZDS&9| und HP [HP94] vergleichen zu kénnen, werden die-
se in tabellarischer Form im Anhang angegeben. Tabelle Bl zeigt die neu berechnete
Sequenz von BPS, Tabelle und Tabelle die veroffentlichten Ergebnisse von
HZD, Tabelle [B:4 und Tabelle B8 die Ergebnisse von HP. In Tabelle [B.l und Ta-
belle B werden die Ergebnisse der aktuellen Rechnung représentativ fiir BSk8 und
TMA zusammengefasst. In den Tabellen wird fiir jeden Kern der Sequenz die maxi-
male Dichte und weitere Zustandsgrofen angegeben, bei welcher der Ubergang zum
nichsten Kern stattfindet. Die jeweils letzte Zeile gibt die Werte fiir das Erreichen
des Neutronen-Drip-Punktes an.

Beim Vergleich der unterschiedlichen Ergebnisse ist zu beachten, dass in den Ar-
beiten von BPS und HZD nur theoretische Kernmodelle betrachtet wurden. Erst HP
verwendeten mit dem Audi-Wapstra-Katalog von 1993 [AW93| auch experimentelle
Daten. Da geringe Unterschiede in der Sequenz nur sehr geringe Auswirkungen auf
die Zustandsgleichung haben (siehe Abschnitt ET), soll in diesem Abschnitt nur auf
die unterschiedlichen Sequenzen eingegangen werden. Eine detaillierte Studie der
Auswirkungen der Erweiterung des BPS-Modells um Terme héherer Ordnung folgt
im néchsten Kapitel.

Die erste Abweichung, die in den verschiedenen Sequenzen auftaucht, betrifft das
Nuklid %Ni. In der ersten Berechnung der duferen Kruste von BPS mit der Massen-
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formel von Myers und Swiatecki [MS66] wird dieses Isotop nicht als Grundzustand
gefunden. Fast 20 Jahre spiter kommen HZD auf ein uneindeutiges Resultat: Un-
ter Verwendung des sphérischen Modells SkP von Dobaczewski, Flocard und Trei-
ner [DFT84] taucht ®Ni nicht auf; mit dem Tropfchen-Modell von Myers [Mye77]
hingegen schon. In allen der neusten Berechnungen wird %Ni als Kern in der Sequenz
gefunden.

In der aus der Massenformel von Myers und Swiatecki [MS66| resultierenden
Sequenz taucht dafiir "°Fe auf, das sonst nur noch von HZD mit dem Trépfchen-
Modell von Myers [Mye77] gefunden wurde. Auch sonst wurden aufer *Fe weder
in der vorliegenden Arbeit noch in den anderen Veroffentlichungen weitere Eisen-
Isotope gefunden.

Des Weiteren fillt auf, dass in allen Tabellen, auker bei BSk8, "®Ni erscheint. In
den Berechnungen von HP stammt dieser Kern sogar aus den experimentellen Daten
von [AW93], in der neuesten Version der Audi-Wapstra-Tabellen von 2003 [AWT03],
die fiir TMA und BSk8 verwendet wurden, ist "*Ni hingegen nicht mehr aufgefiihrt.
So wird die Masse dieses Kerns den theoretischen Modellen entnommen, und die
Existenz dieses Kerns von der jeweiligen Vorhersage der Modelle abhéingig. Aus
diesem Grund ist auch die angegebene maximale Dichte, bei welcher der letzte ex-
perimentelle Kern auftritt, bei HP mit ~ 10! g/cm3 grofer als ~ 4-10'° g/cm?, der
Wert der vorliegenden Rechnung. Zu den Zeiten der Verdffentlichung von BPS war
bei einer Dichte von 8,2 - 10° g/cm?® mit %Se der letzte Kern der Sequenz erreicht,
den man bereits experimentell studiert hatte. Somit ist es gelungen, den Bereich
der duferen Kruste mit experimentell bestimmter Zusammensetzung, um immerhin
einen Faktor 10 zu vergrofern.

Mit der Massentabelle TMA erhélt man eine Sequenz, die jener aus der Mas-
senformel von Moller und Nix [MN88]| in der Arbeit von HP sehr dhnelt. Nur die
Isotonen-Reihe bei N = 82 beginnt mit [MN88] bei dem um zwei atomaren Massen-
einheiten schwereren Element '2Ru, und endet auch anstatt bei ''%Se bereits bei
18Ky, ansonsten sind die Sequenzen identisch.

Aus der Rechnung mit der Massentabelle [DET84] von HZD wurde eine Sequenz
bestimmt, die sich deutlich von den anderen hier betrachteten unterscheidet. Er-
staunlicherweise treten hier fast ausschlieflich Nickel-Isotope auf. Nach der bekann-
ten Reihe 2Ni, 4Ni, %Ni folgt 8Se. Durch zwei Zink-Isotope unterbrochen schliekRen
sich erneut Nickel-Isotope bis zu dem exotischen Kern ®¥Ni an. Die Sequenz wird
schlieflich durch drei Zirkonium-Isotope beendet. In der gesamten Sequenz wird kein
einziges Mal dieselbe Neutronenzahl zweimal hintereinander besetzt. Diese ausge-
priagten Protonen-Schalenabschliisse erinnern an die Ergebnisse, die mit SkM* und
SkP in der aktuellen Rechnung gefunden wurden. Bei der Massentabelle [DFTR4]
verwendeten Dobaczewski, Flocard und Treiner ebenfalls den Parametersatz SkP,
insofern ist diese Ahnlichkeit nicht iiberraschend. Wieso wird aber in der neuen
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Rechnung nicht exakt die gleiche Sequenz gefunden? Stattdessen sind sogar deutli-
che Unterschied erkennbar, so ist bei SkP Z = 30 die prominenteste Protonenzahl
und nicht Z = 28. Die Massentabelle von Dobaczewski, Flocard und Treiner wurde
nur in sphéirischer Rechnung erstellt, die aktuell verwendete hingegen unter der Be-
riicksichtigung von Deformationen. Auflerdem wurde in der neueren Massentabelle
eine modernere Form des -Pairings verwendet. Obwohl es sich um den gleichen Pa-
rametersatz handelt, fiihrt die Hinzunahme von Deformationen und eine veranderte
Paarkraft zu einer Verschiebung des Protonen-Schalenabschlusses um AZ = 2, und
einer anderen Besetzung der Grundzustandskerne in der Sequenz. Erhalten bleibt
die dhnliche Gesamttendenz, dass sich die Sequenz entlang gleicher Protonenzah-
len orientiert. Bei SkM* wurde dasselbe Verhalten festgestellt, die Sequenz ist der
von [DFT84| sogar noch dhnlicher als SkP, bei SkM* ist ebenfalls Z = 28 eine ma-
gische Protonenzahl. Allerdings kommt fiir grofere Dichten bei SkM* die magische
Neutronenzahl N = 82 wieder zum Vorschein.

Eine #hnliche Ubereinstimmung der Massentabellen gibt es fiir SkSC4 und der
von HP verwendeten Massentabelle mit der Referenz [APDT92]. Beide Massentabel-
len beruhen auf dem gleichen Parametersatz SkSC4, allerdings wurden verschiedene
Formen der Paarkraft verwendet und in der ersten Massentabelle Deformationen
nur niherungsweise berechnet. Die resultierenden Sequenzen sind bis auf einen ein-
zigen Unterschied identisch, '**Pd taucht bei HP nicht auf. Auch unterschiedliche
Erweiterungen hoherer Ordnung konnten diese Abweichung verursacht haben.

In Tabelle Il wird der jeweils letzte Kern der Sequenz vor Erreichen der Dripline
fiir die vorangehenden Arbeiten von BPS, HZD und HP und fiinf ausgewahlten Mas-
sentabellen der aktuellen Rechnungen angegeben. Alle diese Kerne, bis auf die der
Kernmodelle NL3def und [DETR4], das auch sonst eine ungewohnliche Sequenz zeig-
te, besitzen die Neutronenzahl 82. Mit N = 94 und Z = 40 sind sowohl Protonen-
als auch Neutronenzahl bei [DET84] ungewo6hnlich hoch. Von dieser Massentabel-
le abgesehen, variiert die Ladungszahl des letzten Kerns zwischen 32 und 38 und
wird somit nicht ganz so prézise vorhergesagt wie die Neutronenzahl. Sieht man
von [DET84| ab, liegen die Ergebnisse der alten und neuen Berechnungen in einem
konsistenten Rahmen.
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Jahr Element Z N Modell Referenzen
1966 U8Kr 36 82 Tropfchen-Modell — [MS66]
1977 WiGe 32 82 Tropfchen-Modell — [Mye77]
1984 1317Zr 40 94 SkP (sphérisch) [DETR4)
1988 U8Kr 36 82 Tropfchen-Modell — [MNSS|
1992 1205y 38 82 SkSC4 (sphirisch?) [APDT9?]
1995 5Kr 36 82 FRDM

1997/1999  '2°Kr 36 84 NL3def

1998/2004  '*Sr 38 82 SLy4
2004 U8Kr 36 82 BSkS8
2005 16Se 34 82 TMA

Tabelle 4.1: Der Endpunkt der Kernsequenz unter Verwendung der ange-
gebenen theoretischen Kernmodelle. Oberer Teil: Ergebnisse von BPS, HZD
und HP mit &lteren Kernmodellen. Unterer Teil: Ergebnisse dieser Arbeit
unter Verwendung aktuellster Modelle aus Tabelle Bl



Kapitel 5

Analyse

5.1 Auswirkungen der Erweiterungen

Neben der Verwendung der neusten experimentellen Daten und theoretischen Mo-
delle, stellen die Erweiterungen, die in Kap. vorgestellt wurden, eine weitere
Aktualisierung und Verbesserung des urspriinglichen BPS-Modells [BPS7I] dar. In
diesem Kapitel sollen die einzelnen Beitrige der Terme héherer Ordnung und deren
Auswirkungen auf die Sequenz und Zustandsgleichung analysiert werden.

5.1.1 Sequenzen

Zunéchst werden in Abb. B die Sequenzen ohne die Terme hoherer Ordnung,
d. h. ohne die Screening-Energie Wgs,., Austauschenergie Wg,, Nullpunktsenergie
W, und die atomaren Bindungsenergien B,; betrachtet, alle Anderungen gegeniiber
Abb. sind farbig markiert.

Die Korrekturen durch die atomaren Bindungsenergien B.; wurden in der Rech-
nung, wie in Abschnitt beschrieben, nur auf die Audi-Wapstra-Daten ange-
wandt. Betrachtet man die Kerne, die im Bereich der Audi-Wapstra-Daten liegen,
so sind keine Unterschiede in der Sequenz festzustellen. Im Bereich geringer Dichte
sind die Korrekturen durch Ws. und Wg, nur sehr klein, und die atomare Bindungs-
energie B, stellt mit ungefdhr 100 keV sogar die grofite Korrektur dar. Vergleicht
man dies mit der Masse von °Fe von ungefiihr 56 GeV und beriicksichtigt, dass W,
und W, fiir nichtrelativistische Elektronen beide von entgegengesetztem Vorzeichen
wie B, sind, so ist nicht verwunderlich, dass die Sequenz unverindert bleibt.

Fiir grofere Dichten sind fiir einzelne Modelle geringfiigige Unterschiede fest-
zustellen. Bei den Modellen NL-Z2, PCF1, FRDM, BSk2, MSk7 und SkSC4 fallen

92
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Abbildung 5.1: Nuklidkarten mit den Sequenzen der Kerne in der dufe-
ren Kruste nicht akkretierender kalter Neutronensterne unter Verwendung
der verschiedenen nuklearen Modelle aus Tabelle Bl nun allerdings fiir eine
Rechnung ohne die Terme hoherer Ordnung aus Kap. Griin dargestellte
Symbole zeigen Kerne, die im Vgl. zu Abb. (Rechnung mit Erweite-
rungen) neu hinzugekommen sind, rot dargestellte sind weggefallen. Kreuze
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zeigen die Kerne aus der atomaren Massentabelle [AWT03].

jeweils die Kerne mit groftem Z bei N = 82, '2°Ru bzw. '2Pd, aus der Sequenz
raus. Auch der schwerste gefundene Kern aller Modelle, 13°Xe, verschwindet aus der

) 54

Sequenz von TMA, wenn auf die Erweiterungen verzichtet wird. Des Weiteren wer-
den, aufser bei dem chiralen Modell und bei BSk8, keine 45Pd-Isotope mehr gefunden,
bei den meisten Modellen liegt das grofte Z nur noch bei 42. Aufer SkP sind die
Rechnungen mit Massentabellen von Dobaczewski nicht von diesem Effekt betrof-
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Abbildung 5.2: Die fiir die Massentabelle BSk8 berechnete Zustandsglei-

chung mit und ohne Erweiterungen des BPS-Modells und unter Vernachlés-
sigung des Gitters.
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fen, deren Sequenzen sowieso schon bei kleineren Ladungszahlen liegen. SkP zeigt
mehrere Anderungen in der Sequenz, die erst gegen Ende, also im Bereich grofer
Dichten auftreten: Auch hier verschwindet der schwerste Kern, 3?Zr. Stattdessen
wird die Sequenz durch zwei relativ schwere Strontium-Isotope und das ungew6hn-
liche Eisen-Isotop %Fe beendet. Bei NL-Z2 und MSk7 zeigt sich dieselbe Tendenz,
dass Elemente mit geringem Z, in diesem Fall Z = 28-Isotope, ohne die Korrekturen
vermehrt auftreten.

Die relativistischen Rechnungen ohne Pairing bleiben komplett unveridndert.
Wabhrscheinlich fiihrt das Weglassen des Pairings zu so ausgepriagten Differenzen
in den Bindungsenergien, dass die kleinen Korrekturen der Erweiterungen demge-
geniiber keine Rolle spielen.

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass die Erweiterungen des BPS-
Modells im Bereich kleiner Massenzahl A dazu fiihren, dass Kerne mit geringem Z
verschwinden, dafiir aber bei hohen Massenzahlen Kerne mit groffem Z neu erschei-
nen. Die Korrekturen favorisieren stark geladene Kerne, das generelle Verhalten der
Sequenz und die Orientierung an den magischen Zahlen N = 50 und 82 bleiben
jedoch erhalten.

5.1.2 Zustandsgleichung

Nachdem die Verinderungen in den Sequenzen untersucht wurden, sollen im Fol-
genden die Auswirkungen der Erweiterungen auf die Zustandsgleichungen naher
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Abbildung 5.4: Der adiabatische Index fiir den Parametersatz BSk8 mit
und ohne Erweiterungen des BPS-Modells hoherer Ordnung, und unter zu-
sitzlicher Vernachlédssigung des Gitters.

betrachtet werden. Da die Zustandsgleichungen der verschiedenen Massentabellen
untereinander keine signifikanten Unterschiede zeigen, ist es hierfiir ausreichend,
exemplarisch ein einzelnes Modell zu untersuchen. Hierzu wurde das Skyrme-HFB-
Modell BSk8 ausgewihlt, dessen Sequenz mit und ohne Erweiterungen identisch
ist, so dass der Effekt der Erweiterungen auf die Zustandsgleichung fiir die gleiche

Kernsequenz analysiert werden kann.
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Abb. zeigt die Zustandsgleichung mit und ohne Korrekturen iiber den ge-
samten betrachteten Dichtebereich. Die beiden Kurven liegen, soweit erkennbar,
direkt iibereinander. Auch im Hochdichte-Bereich, der in Abb. vergrofiert dar-
gestellt wurde, sind die Zustandsgleichungen nahezu identisch, allerdings treten die
Ubergiinge ohne die Erweiterungen bei geringfiigig niedrigeren Dichten auf. Der
Neutronen-Drip wird ohne Erweiterungen mit einer Dichte von p = 4,272 - 10!
g/cm?® im Vergleich zu 4,283 - 10! g/cm? ebenfalls etwas friiher erreicht. Betrachtet
man den adiabatischen Index, der in Abb. B4 dargestellt ist, wird das bisher ge-
fundene Bild weitestgehend bestiitigt. Im Bereich geringer Dichten von 10* bis 10°
g/cm? sind diesmal allerdings geringe Abweichungen zu erkennen, der adiabatische
Index mit Erweiterungen ist etwas grofer als der ohne. Dieser Unterschied besteht
bereits in den Zustandsgleichungen: Der Druck der Rechnung mit Erweiterungen
liegt in diesem Dichtebereich unter dem der Rechnung ohne Erweiterungen. Die
Abweichung ist nur so gering, dass sie in Abb. nicht erkennbar ist. Insgesamt
fiihrt die Hinzunahme der Erweiterungen des BPS-Modells nur zu sehr geringen
Anderungen der Zustandsgleichung und des adiabatischen Index.

5.2 Auswirkungen des Gitters

Wie in Kapitel gezeigt wurde, kann das Gitter fiir besonders leichte Kerne bei
sehr hohen Dichten oder aber bei hohen Temperaturen (7, ~ 80 keV) schmelzen.
Der zweite Fall liegt bei noch nicht ausgekiihlten oder akkretierenden Neutronens-
ternen vor, die in Abschnitt [L2Z2] vorgestellt wurden. Beim Schmelzpunkt entspricht
die Gitterenergie gerade der thermischen Energie der Kerne. Daher miisste in die-
sem Fall die Gitterenergie durch die thermische Energie und der Gitterdruck durch
den thermischen Druck (AP ~ nkgT) ersetzt werden. Hier soll das System mit
geschmolzenem Gitter einfach durch die in Z1] gefundenen Zusammenhénge unter
Wegfall der Gitterenergie und des Gitterdrucks (und der Terme héherer Ordnung)
beschrieben werden. Somit werden die thermischen Beitrage vernachlissigt und wei-
terhin 7" = 0 angenommen. Eine systematische Studie des Einflusses der Temperatur
wird in dieser Arbeit nicht durchgefiihrt.

Des Weiteren ist die Rechnung ohne Gitter von Interesse, um dessen Auswirkun-
gen auf die Zustandsgleichung und Sequenz besser zu verstehen.

5.2.1 Sequenzen

Als erstes werden wieder die Auswirkungen auf die Sequenzen betrachtet, die in
Abb. fiir die Rechnung ohne Gitter und ohne Erweiterungen dargestellt sind.

Diesmal ergibt sich ein vollkommen anderes Bild, sowohl im Vergleich zur vollen
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Abbildung 5.5: Nuklidkarten mit den Kern-Sequenzen fiir die verschie-
denen nuklearen Modelle aus Tabelle Bl nun allerdings ohne die Terme
héherer Ordnung aus Kap. und ohne die Gitterenergie 1/, und den zu-
gehorigen Gitterdruck Pr.

Rechnung (Abb. ET0) als auch unter Vernachlissigung der Terme hoherer Ordnung
(Abb. BT). Alle Sequenzen liegen bei deutlich kleineren Werten von A und Z, der
insgesamt schwerste Kern ist nur noch '??Zr. Diesmal sind sogar Anderungen bei
den ersten Kernen aus der Audi-Wapstra-Tabelle zu verzeichnen. Nach %2Ni wird
erneut ein Eisen-Isotop, **Fe, besetzt, und die Sequenz bei N = 50 beginnt mit
345e bereits bei einer um zwei geringeren Protonenzahl. Bei vielen Modellen hilt
sich die Sequenz nach N = 50 hauptsichlich in dem Bereich von Z = 26 — 30 und
N = 50 — 60 auf, um dann nur noch vereinzelt Kerne mit N = 82 zu zeigen.
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Betrachtet man NL3 mit Paarkraft aus der Gruppe der relativistischen Mean-
Field-Modelle, findet man nach der N = 50-Reihe den doppelt magischen Kern
%0Ca, der sonst bisher nicht zu beobachten war. Durch Weglassen des Gitters wer-
den leichtere und schwach geladene Kerne bevorzugt, von denen %°Ca einer der am
stiarksten gebundenen ist. Es folgen erstaunlicherweise drei Isotone bei N = 70, eine
Neutronenzahl, die bisher nur beim chiralen Modell mehrfach besetzt wurde. Das
letzte Nuklid der Sequenz ist dasselbe wie fiir die Rechnung mit Gitter, "®Ni. Die-
ser Kern scheint bei NL3p also besonders stark gebunden zu sein. Bei NL-Z2 und
PCF1 ist anzumerken, dass die Massentabelle erst bei Z = 26 beginnt, und somit
die Sequenzen ohne Gitter nicht vollstindig festgelegt werden konnen. Bei NL-Z2
siecht man das gleiche Verhalten wie bei NL3, dass es anstatt bei N = 82 zu ei-
ner Isotonen-Sequenz bei N = 70 kommt. Die Sequenz endet mit zwei Kernen der
Neutronenzahl 68, von denen der erste bereits in der vollen Rechnung vorhanden
war. Auch bei PCF1 werden schwere Kerne durch leichtere mit N = 68 bzw. 70
ersetzt. PCF1 ist das einzige relativistische Kernmodell, bei dem noch ein Nuklid
mit N = 82 existiert. Das chirale Modell zeigt nun ein sehr sprunghaftes Verhal-
ten, wobei neben Nukliden mit N = 68 und 70, die bereits schon vorher gefunden
wurden, zwei Kerne mit N = 40 und ein Calcium-Isotop neu auftauchen.

Bei den relativistischen Rechnungen ohne Pairing ist Z = 28 die dominierende
magische Zahl, auier den Kernen der Audi-Wapstra-Daten gibt es nur sehr wenige
Kerne, die keine Nickel-Isotope sind. Bei PCF1 werden erneut N = 82-Nuklide
gefunden, die bereits bei der Rechnung mit Gitter vorhanden waren. Beim chiralen
Modell ist N=40 wieder mehrfach besetzt, unter anderem durch °Ca, das auch bei
NL3 immer noch als Grundzustand gefunden wird.

Die deformiert berechnete relativistische Massentabellen NL3 verlauft mit den
zwei Nickel-Isotopen zunichst unverindert, um dann ebenfalls zu °Ca zu springen.
Die Sequenz endet wie bisher mit Elementen mit Z = 36 in der Gegend um N = 82.
Die Reihe der Grundzustandskerne von TMA verdndert sich nur insofern, als dass
die drei schwersten Nuklide mit N = 82 verschwinden.

Bei FRDM ist ein dhnliches Verhalten festzustellen. Hier fallen die zwei schwers-
ten N = 82-Kerne heraus, dafiir tauchen zusétzliche Nickel- und Eisen-Kerne auf.

Bei den Rechnungen von BRUSLIB sind interessante Verdnderungen zu beobach-
ten. Im mittleren Dichtebereich dhneln die Sequenzen den Ergebnissen mit Gitter
fiir die Massentabellen von Dobaczewski. Auf einmal kommt es zu ausgepriagten
Isotopen-Sequenzen bei Z = 28 und Z = 26, die bisher nicht festzustellen waren.
Dafiir verkiirzt sich die N = 82-Reihe auf zwei Elemente.

Fiir die Kernmodelle von Dobaczewski findet man nur noch einen einzigen Kern
mit N = 82, und zwar fiir die Massentabelle von SLy4HO. Bei SLy4 ist diesmal
N = 50 anstelle von N = 82 eine ausgepragte magische Neutronenzahl. Bei SkM*
bleibt hingegen die magische Protonenzahl 28 erhalten. Bei SkP ist Z = 30 nach
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wie vor mehrfach besetzt, wobei die schweren Nuklide durch zusétzliche Eisen- und
Nickel-Kerne ersetzt wurden.

Die Rechnungen ohne Gitter liefern interessante Ergebnisse, da neue Ahnlichkei-
ten zwischen den unterschiedlichen Kernmodellen auftreten, die bisher nicht erkenn-
bar waren. Bei allen drei Gruppen relativistischer Rechnungen tauchen °Ca oder
andere Elemente mit N = 40 auf. Alle sphérischen relativistischen Rechnungen zei-
gen nun Kerne mit Neutronenzahl N = 68/70, die sonst nur fiir das chirale Modell
magische Zahlen darstellten. Ohne Gitter kommt es zu neuen Gemeinsamkeiten der
nichtrelativistischen Kernmodellen von BRUSLIB und Dobaczewski. Generell ldsst
sich feststellen, dass Eisen- und Nickel-Isotope vermehrt auftreten und sich die Se-
quenzen nun entlang von Isotopen und nicht mehr wie bisher entlang von Isotonen
orientieren.

Dieses Verhalten kann in gewissem Mafe durch folgende Uberlegungen erklirt
werden: Bei der Berechnung ohne Gitter wird aus dem gegebenen Druck direkt das
chemische Potential der Elektronen bestimmt (vgl. Glg. (Z19)):

P = Pe(ue) . (51)

Das zu minimierende baryochemische Potential hat nun folgende Form:

Wy  Z
=" 4+ = (P 5.2
o = == + S he(P) (5.2)
Ohne das Gitter wird die Abhéngigkeit des Systems von der Ladungszahl geschwécht,
das attraktive Gitter begiinstigt hingegen Elemente mit grofem Z. Stattdessen
kommt der Bindungsenergie eine grofsere Bedeutung zu, so dass stark gebundene

Kerne mit geringem Z/A-Verhiltnis bevorzugt auftreten.

5.2.2 Zustandsgleichung

In Abb. ist die Zustandsgleichung fiir die Massentabelle BSk8 ohne Erweiterun-
gen und ohne Gitter zusammen mit den bisher betrachteten Rechnungen abgebildet.
Zumindest im Bereich geringer Dichte ist der Effekt des Gitters, im Gegensatz zu
dem der Erweiterungen, in dieser Darstellung sichtbar, bleibt aber gering. Der Druck
ohne Gitter liegt iber dem Druck mit Gitter, was auf die attraktive Wirkung des
Gitters zuriickzufiihren ist. Fiir grofe Dichten scheint die Bedeutung des Gitters
abzunehmen. Betrachtet man den Hochdichte-Bereich in Abb. B3l so wird dies be-
stiitigt. Es gibt zwar andere Ubergiinge (da die Sequenzen unterschiedlich sind), die
bei verschiedenen Dichten stattfinden, in den Bereichen abseits der Uberginge lie-
gen die Zustandsgleichungen aber teilweise sogar direkt iibereinander. Ohne Gitter
wird der Neutronen-Drip-Punkt mit einer Dichte von p = 3,67 - 10" g/cm? bereits
ca. 10 % frither erreicht, als mit Gitter.
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Betrachtet man den adiabatischen Index in Abb. B4l so werden die bisher fest-
gestellten Zusammenhinge weiter verdeutlicht. Im Bereich geringer Dichte hat das
Gitter nicht zu vernachlissigende Auswirkungen auf die Zustandsgleichung. Der
adiabatische Index ohne Gitter liegt deutlich unter dem der Rechnung mit Gitter.
Dies bedeutet, dass der Druck ohne Gitter langsamer mit der Energiedichte an-
wachst. Wie es bei den kleinsten Dichten zu dem Wert des adiabatischen Index der
Zustandsgleichung ohne Gitter von 5/3 kommt, und wieso der adiabatische Index
mit Gitter grofer ist, wird im folgenden Abschnitt geklart werden.

5.3 Zusammensetzung der Zustandsgleichung

Nachdem die globalen Auswirkungen der Erweiterungen auf die Zustandsgleichung
betrachtet wurden, sollen in diesem Abschnitt die einzelnen Beitrige zum Druck
und der Energiedichte néher analysiert werden. In Abb. sind hierzu die Anteile
der Energiedichte der Elektronen ¢, des Gitters ¢, der Summe der Erweiterungen
€grw = NN - (Wse + Wgy + W,,) und der atomaren Bindungsenergie eg,, = ny - By
an der Gesamtenergiedichte ¢;,; dargestellt.

Neben den abgebildeten Energiedichten fehlt der Beitrag der Kerne, ey = ny -
Wy, zur gesamten Energiedichte ¢,,,. Da dieser aber wesentlich gréfser als die an-
deren Beitrige ist, entspricht ey im Wesentlichen ¢,,,, daher wurde in Abb. auf
die Darstellung von ey verzichtet. Dass ¢y die Energiedichte dominiert, wird daran
deutlich, dass keine der anderen Grofen (und auch nicht deren Summe) einen Anteil
von einem Prozent iiberschreitet. Nach ey folgt als ndchstgroferer Beitrag die Ener-
giedichte der Elektronen. Ihr Anteil betréigt fiir geringe Dichten ungefihr konstant
2,6 - 107*, was mit guter Genauigkeit folgender nichtrelativistischer Abschitzung
entspricht:

A
€/EN = £ Me

Am,

=253-107*. (5.3)

Bei einer Dichte von ~ 2 - 107 g/cm?® ist der Relativititsparameter der Elektronen
gerade eins, d. h. der Fermi-Impuls der Elektronen entspricht ihrer Masse. In die-
sem Bereich werden die Elektronen relativistisch, was dazu fiihrt, dass der Anteil
der Elektronenenergiedichte an der Gesamtenergiedichte nicht mehr konstant bleibt,
sondern anzuwachsen beginnt. Im relativistischen Limes k./m.c > 1 gilt:

€ o klocnt/3 (5.4)

=€ o ny’, (5.5)

und somit wachst €. /ey, unter Vernachléssigung der durch die Kerniibergéinge her-
vorgerufenen Unstetigkeiten, im relativistischen Grenzfall mit einem Exponenten
von 1/3, der auch im Graphen erkennbar ist.
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Abbildung 5.6: Die Anteile der Energiedichte der Elektronen €., des Git-
ters €, der Summe der Erweiterungen ep,,, = nyx - (Ws. + Wg, + W,,) und
der atomaren Bindungsenergie eg, = ny - B, an der Gesamtenergiedichte
€101, Derechnet fiir die Massentabelle BSkS.
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Abbildung 5.7: Das Verhiltnis der Gitterenergiedichte €; zur Energiedich-
te der Elektronen €., berechnet fiir die Massentabelle BSk8. Die gepunktete
Kurve zeigt die nichtrelativistische und die gestrichelte die relativistische
Abschitzung fiir €/ /¢, (siehe Glg. (216)) aus Abschnitt
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Die negative Gitterenergiedichte e, = ny - W ist iiber den gesamten Dichtebe-
reich proportional zu n%?’ und somit €, /ey n]lv/3. Fiir grofe Dichten wachsen also
die Anteile der Energiedichte der Elektronen und des Gitters mit gleichem Exponen-
ten. Fiir geringe Dichten existiert fiir €, jedoch kein Bereich konstantem Anteils wie
bei den Elektronen. Dieses unterschiedliche Verhalten wird in Abb. B verdeutlicht,
in der das Verhiltnis der Gitterenergiedichte ¢, zur Elektronenenergiedichte e, zu
sehen ist. Zundchst wird der Betrag der Gitterenergiedichte mit der Dichte schnell
groRer, so dass das Verhiltnis ¢, /¢, rapide anwiichst. Ab einer Dichte von 10° g/cm3
ist das Verhéltnis jedoch kaum noch von der Dichte, sondern hauptséichlich von der
Ladung Z abhingig. Dies wird auch an den Naherungen fiir den nichtrelativistischen
und relativistischen Grenzfall deutlich (siehe Glg. (ZTI6])), die eine unterschiedliche
Dichteabhéngigkeit zeigen. Vergleicht man in Abbildung b7 die N&dherungen mit der
vollen Rechnung, so ist eine sehr gute Ubereinstimmung festzustellen.

In Abb. sind die Korrekturen hoherer Ordnung zur Gitter- und Elektronen-
energie als Summe von ny-(Ws.+Wg,+W.,,) und der zur atomaren Bindungsenergie
gehorende Energiedichte ep, abgebildet. Die negative Summe der Erweiterungen ist
zunichst annihernd konstant. Bei einer Dichte von 10° g/cm?® steigt sie plotzlich an
und zeigt dann eine groke Abhingigkeit von der Ladungszahl Z.

ep,, ist fiir geringe Dichten betragsméfig sogar grofer als die Summe der Ener-
giedichten der anderen Erweiterungen. Im Dichtebereich von 107 — 10° g/cm? sind
die beiden Korrekturen mit guter Ubereinstimmung gleichgrof, so dass sich deren
Summe nahezu annihiliert. Dies erklart, warum es fiir die Audi-Wapstra-Kerne, die
bei den meisten Kernmodellen bis zu einer Dichte von ungefihr 4 - 10 g/cm? vor-
herrschen, keine Verdnderung mit und ohne die Erweiterungen des BPS-Modells
gibt. Die atomare Bindungsenergie ist nur von der Ladungszahl Z abhéngig. Da-
her bleibt der Anteil an der Gesamtenergiedichte auch fiir grofe Dichten nahezu
konstant, so dass deren Bedeutung gegeniiber den anderen Erweiterungen abnimmt.
Somit wird das Vorgehen gerechtfertigt, die atomare Bindungsenergie nur bei den
Audi-Wapstra-Daten herauszurechnen.

Die Ursache fiir den im vorangehenden Abschnitt diskutierten grofen Einfluss
der Gitterenergie auf die Sequenzen kann bei einem maximalen Anteil von ~ 10~*
wohl kaum in der Energiedichte zu finden sein. Auch die erkennbaren Auswirkungen
des Gitters auf die Zustandsgleichung im Bereich geringer Dichten (siehe Abb. BA)
kénnen nicht iiber die Energiedichten erklért werden, da diese hier sogar besonders
klein sind. Ein anderes Bild erhélt man, wenn man sich den Anteil des Gitterdrucks
am Gesamtdruck anschaut, was in Abb. dargestellt ist.

Der grofste Beitrag zum Druck ist der Elektronendruck P., die Kerne selber erzeu-
gen keinen Druck. In dieser Hinsicht dhnelt die dufsere Kruste nicht akkretierender
kalter Neutronensterne den weilen Zwergen, bei denen ebenfalls die Energiedichte
durch die Atomkerne dominiert und der Druck durch ein freies Elektronengas er-
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Abbildung 5.8: Der Anteil des Elektronendrucks P, und der Summe aus
Elektronen- und negativem Gitterdruck P, + P, am Gesamtdruck P, be-
rechnet fiir das Modell BSkS.

zeugt wird. Eine detaillierte Abhandlung einfacher Modelle fiir weife Zwerge und
entsprechende Rechnungen fiir die Masse-Radius-Beziehung sind in [SHGS06] zu
finden.

Der negative Gitterdruck P, erreicht im nichtrelativistischen Bereich einen Anteil
von iiber 40 % am Gesamtdruck. Dies ist dadurch zu erkliren, dass die Elektronen
als freies Fermigas im nichtrelativistischen Bereich nur einen relativ geringen Druck
erzeugen. Der Gitterdruck ist durch 1/3 Wyny gegeben, wichst also wie nj‘\{g. Fiir
ein nichtrelativistisches Fermi-Gas gilt hingegen P, n?v/3, so dass der Elektro-
nendruck schneller anwéchst, als der Druck des Gitters. Somit ist der im Bereich
geringer Dichte besonders grofle Anteil des Gitterdrucks fiir die verdnderte Zustands-
gleichung in Abb. verantwortlich. Ab einer Dichte von ungefihr 107 g/cm? sind
die Elektronen als relativistisch zu betrachten, und es gilt P, niﬁ, was zu dem
konstanten Verhéltnis von P, zu P, von ungefihr 5 % fiihrt. Das Gitter ist dem-
nach deswegen von so entscheidender Bedeutung fiir die Sequenz, weil es einen nicht
vernachlissigbaren Beitrag zum Gesamtdruck erzeugt.

Der fehlende Anteil von (P. 4+ Pr)/P zum Gesamtdruck im nichtrelativistischen
Bereich in Abb. wird durch den Druck der Terme hoherer Ordnung erzeugt. Dies
ist im Einklang mit der Erkenntnis aus dem vorangehenden Abschnitten, dass die
Erweiterungen nur im Bereich geringer Dichte Auswirkungen auf die Zustandsglei-
chung haben. Der Druck der Erweiterungen ist hier negativ, so dass der Gesamt-
druck bei nahezu unverénderter Dichte geringer ausfillt, als ohne die Terme hoherer
Ordnung.
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Durch P, x n?f im nichtrelativistischen Fall erklart sich der Anfangswert von
5/3 des adiabatischen Index ohne Gitter. Da der negative Gitterdruck hingegen mit
nj‘\{g anwichst, wird ersichtlich, wieso der adiabatische Index mit Gitter grofer als
ohne ist: mit abnehmender Dichte wird der negative Anteil von P; immer grofer,

so dass die Steigung, und damit der adiabatische Index, anwéchst.

5.3.1 Erweiterungen

Im folgenden sollen die einzelnen Beitrage zu den Erweiterungen des BPS-Modells,
also die Screening-Energie Wy.., die Austauschenergie Wg,, die Nullpunktsenergie
W, sowie die atomare Bindungsenergie B.; genauer betrachtet und mit der Git-
terenergie W verglichen werden. Abb. zeigt hierzu die Anteile der verschie-
denen Energien an der Gitterenergie W, und die zugehorigen Abschitzungen aus
Abschnitt

Bei geringen Dichten stellt die atomare Bindungsenergie mit einem Anteil von
iiber 50 % der Gitterenergie die grofte Einzelkorrektur dar. Die Gitterenergie steigt
jedoch wie gezeigt mit n%?’ rasch an, im Gegensatz zur atomaren Bindungsener-
gie, die nur mit ny anwichst, so dass deren Anteil schnell verschwindend gering
wird. BPS rechtfertigten in ihrer Arbeit [BPS7I| die Nichtverwendung von atomarer
Bindungsenergie und Screening-Energie mit dem Argument, dass diese die gleiche
Z-Abhéngigkeit zeigen wiirden und von gleicher Gréfenordnung, aber entgegen-
gesetztem Vorzeichen seien. Betrachtet man Abb. B9 so ist diese Argumentation
nachvollziehbar, allerdings wird sichtbar, dass nur fiir mittlere Dichten eine gute
Ubereinstimmung der beiden Gréfen vorhanden ist. Fiir geringe Dichten ist die ato-
mare Bindungsenergie deutlich grofer: zu Beginn der Rechnung ist Ws./Be ~ 0,40
und stimmt damit gut mit der Abschéitzung aus Glg. (Z38)) iiberein, die einen Wert
von 0,39 vorhersagt.

Der Anteil der Screening-Energie bleibt fiir groke Dichten (p > 10" g/cm?) nahe-
zu konstant bei 5 %. Sie konvergiert so schnell gegen die relativistische Abschétzung
0,5 - Z?3a (siehe Glg. (ZZM)), die nur noch von Z abhiingt, dass die Abschiit-
zung und die volle Rechnung in Abb. kaum noch voneinander zu unterscheiden
sind. Im nichtrelativistischen Bereich ist ebenfalls Konsistenz zwischen Naherung
(gepunktete rote Linie) und ungendherter numerischer Rechnung (durchgezogene
rote Linie) festzustellen. Auch bei der Austauschenergie Wpg, ist die Konvergenz
der vollen Rechnung gegen die Naherungen aus Glg. (245) schon zu erkennen. Im
nichtrelativistischen Bereich hat die Austauschenergie das gleiche Vorzeichen wie die
Screening-Energie, ist aber ungefiihr viermal kleiner. Bei einer Dichte von p ~ 4107
g/cm? findet der erwiihnte Vorzeichenwechsel statt. AnschlieRend vermindert die
Austauschenergie mit einem nahezu konstanten Anteil an der Gitterenergie von
ca. 2 % die Wirkung der Screening-Energie.
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Abbildung 5.9: Das Verhiltnis von Screening-Energie Ws., Austausch-
energie Wg,, Nullpunktsenergie 1., und atomarer Bindungsenergie B,; zur
Gitterenergie Wy, berechnet fiir die Massentabelle BSk8. Gepunktete Kur-
ven stellen die nichtrelativistischen und gestrichelte die relativistischen Ab-
schiatzungen fiir Ws. und Wy, (Glg. (Z40) und (Z7Z3)) aus Abschnitt
dar.

Betrachtet man die Summe von Austausch- und Screening-Energie (die Energie
der Nullpunktsbewegung ist vernachlissigbar klein) ist eine noch grofere gegensei-
tige Aufhebung der Erweiterungen festzustellen, als dies nur fiir die Screening- und
atomare Bindungsenergie der Fall ist. Insofern hatten BPS mit ihrer Naherung ei-
ne Genauigkeit erreicht, die sie aus ihrer Begriindung heraus gar nicht erwarten
konnten.

Das Verhéltnis von der Energie der Nullpunktsbewegung der Kerne zur Gitter-
energie erreicht nur einen maximalen Wert von 4-1073. Auf die Beriicksichtigung der
Nullpunktsenergie fiir die Berechnung der dufseren Kruste hétte somit verzichtet wer-
den konnen. Auf der anderen Seite werden somit die Aussagen aus Abschnitt 23]
numerisch bestitigt, dass die Auslenkungen der Kerne aus der Ruhelage vernach-
lassigbar klein sind, und dass das Gitter daher (in dieser Hinsicht) absolut stabil
ist.



Kapitel 6

Masse, Radius und
Zusammensetzung

Die Masse und der Radius sind wichtige beobachtbare Eigenschaften von Neutro-
nensternen. Wiirde es gelingen, diese beiden Grofen eines einzelnen Neutronensterns
experimentell exakt zu bestimmen, so konnten eine Vielzahl von Zustandsgleichun-
gen ausgeschlossen, und somit fundierte neue Erkenntnisse iiber die Eigenschaften
hochdichter Materie gewonnen werden. In dieser Hinsicht ist es interessant, die Aus-
wirkungen der duferen Kruste auf die Masse-Radius-Beziehung zu untersuchen. Die
nun folgende Diskussion wird sich mit dieser Thematik beschéftigen.

6.1 Theorie

Fiir die Berechnung der Masse und des Radius eines kompakten Sterns wird die
so genannte Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung benétigt. Diese beschreibt die
Struktur eines Sterns ausgehend von der Grundgleichung der Allgemeinen Relativi-
tétstheorie, der Einstein-Gleichung:

T

G = 00T, (6.1)
In der Allgemeinen Relativititstheorie fiihrt jede Masse, die in obiger Gleichung
durch den Energie-Impuls-Tensor 7}, repréasentiert wird, zu einer Kriimmung des
Raumes. Diese Kriimmung wird wiederum durch den Einstein-Tensor G, ausge-
driickt. Die Losung dieser auf den ersten Blick recht einfach aussehenden Gleichung
ist jedoch hochgradig nichttrivial und fiihrt im allgemeinen Fall auf ein System von
zehn nichtlinearen, gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen, das nur unter be-
stimmten Randbedingungen l6sbar ist. 1939 fanden sowohl J. R. Oppenheimer und
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G. M. Volkoff [OV39] als auch R. C. Tolman [T0l39] die Lésung fiir das hydrostati-
sche Gleichgewicht im Inneren eines isotropen, sphérischen Sterns:

£-somof o]l e

dr c2r?
Fiir eine detaillierte Herleitung dieser so genannten Tolman-Oppenheimer-Volkoff-
Gleichung (TOV-Glg.), sei auf Literatur zur Allgemeinen Relativitatstheorie verwie-
sen, z. B. [Wei72, ST83].

Der erste Faktor in Glg. (62) entspricht dem Druckgleichgewicht zwischen der
Gravitation einer Kugelschale mit Dicke dr, und dem inneren Druck P(r) der dar-
unter liegende Sphére mit Masse m(r) und Radius r in Newtonscher Mechanik. Die
Energiedichte ist dabei fquivalent zur relativistischen Massendichte €(r) = c*p(r);
G bezeichnet die Gravitationskonstante.

Als Erweiterungen zum Newtonschen Fall enthélt Glg. (622) drei Korrekturfak-
toren der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Alle drei Faktoren sind grofer als eins
sind und verstirken somit die Wirkung der Newtonschen Gravitation. Die Grofe
der Korrekturen wird dabei durch den dimensionslosen Faktor 2Gm/c*r bestimmt.
Wird dieser Faktor 1, so fiithrt dies zu einer Singularitdt in Glg. (). Der in die-
sem Fall zur Gesamtmasse M des Sterns korrespondierende Radius wird als der
,Schwarzschildradius“ bezeichnet:

Ry = 2GM (6.3)

c2

Der Schwarzschildradius ist ein Maf fiir die Kompaktheit und Relativitit eines
Sterns und taucht in vielen Zusammenhéngen, die aus der Allgemeinen Relativi-
tatstheorie abgeleitet werden (z. B. in Glg. (LI4)) und (EIT)), auf. Des Weiteren
wiirde jedes Objekt mit kleinerem Radius als Rg unabhéngig von seiner Zusammen-
setzung unter seiner eigenen Gravitation sofort zu einem schwarzen Loch kollabieren.
Das Verhéltnis aus Schwarzschildradius und Radius eines Objekts Rg/R kann daher
nie grofer als eins werden.

Ist Rs/R grof, so reicht die Beschreibung durch Newtonsche Gravitation nicht
mehr aus, und Korrekturen der Allgemeinen Relativitdtstheorie miissen beriicksich-
tigt werden. Fiir die Masse der Sonne erhilt man einen Schwarzschildradius von
~ 2,953 km. Mit einem Radius von ~ 700.000 km ist das Verhéltnis Rg/R ver-
schwindend gering. Neutronensterne mit vergleichbarer Masse besitzen einen Radius
von ungefahr 10 km mit Rg/R =~ 0,3, so dass fiir diese die allgemein-relativistische
Beschreibung durch Glg. (62)) notwendig wird.

Zusétzlich zu Glg. (E2) wird eine zweite Strukturgleichung benétigt, welche die
Anderung der Masse mit dem Radius beschreibt:
dm 47r2e(r) ' (6.4)

dr c?
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Diese kann in Newtonscher Mechanik einfach abgeleitet werden, und behilt auch in
der Allgemeinen Relativitatstheorie ihre Giiltigkeit.

Um Glg. (62) und (£7)) verwenden zu konnen, wird zusétzlich noch der Zusam-
menhang zwischen Druck und Energiedichte (also die Zustandsgleichung) benétigt.
Liegt die Zustandsgleichung in expliziter Form vor, so kann ausgehend von einer
Anfangsmasse M,, einem Anfangsdruck F, und einem Anfangsradius ro der Ge-
samtradius R und die Gesamtmasse M berechnet werden: Die beiden Gleichungen
werden dabei (z. B. mit dem so genannten ,Runge-Kutta-Verfahren“) numerisch
integriert, bis ein vorgegebener minimaler Druck F,,;, erreicht wird. Fiir Neutro-
nensterne wird iiblicherweise im Zentrum (also bei My = 0 und o = 0) begonnen,
und integriert, bis der Druck verschwindet: P,,;, = 0.

Die Strukturgleichungen erlauben aber auch die Verwendung nicht verschwin-
dender Anfangswerte des Radius’ und der Masse. So ist es méoglich, die &ufere Kruste
fiir gegebene innere Masse und Radius zu berechnen, ohne dass dabei Informatio-
nen iiber die Zusammensetzung oder die Zustandsgleichung des inneren Bereichs
benétigt werden.

Wie auch in der vorliegenden Rechnung fiir die dufere Kruste, ist die Zustands-
gleichung oft nur in tabellarischer Form gegeben. In solchen Féllen wird iiber li-
neare Interpolation fiir einen gegebenen Druck die korrespondierende Energiedichte
bestimmt. Als P,,;, wird der kleinste in der Tabelle verzeichnete Druck gewéhlt,
der im Fall der duferen Kruste den Ubergang zur nur wenigen Zentimeter dicken
Atmosphére darstellt.

6.2 Abhangigkeit von der Zustandsgleichung

In Abb. ist das Druck- und Dichteprofil der &dufseren Kruste eines nicht akkre-
tierenden kalten Neutronensterns dargestellt. Der Bereich dieses Neutronensterns
innerhalb der duferen Kruste (also der Kern zusammen mit der inneren Kruste) ist
Ry = 12 km und besitzt eine Masse von My = 1,4 M. Fiir den Anfangsdruck F,
wird zur besseren Vergleichbarkeit der Zustandsgleichungen ein einheitlicher Wert
von 6,6 - 10* dyne/cm? und nicht der exakte Druck bei Erreichen des Neutronen-
Drips verwendet, da dieser von Massentabelle zu Massentabelle leicht variiert.

Es werden vier verschiedene Zustandsgleichungen betrachtet: Eine Rechnung we-
der mit Gitter noch mit Erweiterungen, eine Zustandsgleichung nur mit Gitter, sowie
jene mit Gitter und mit Erweiterungen fiir die Massentabelle BSk8. Zusitzlich wird
die Zustandsgleichung inklusive Gitter und Erweiterungen von SkM* betrachtet, um
die Auswirkungen der verschiedenen Massentabellen studieren zu konnen.

Wie zu erwarten, verhalten sich alle vier Kurven sehr dhnlich. Sowohl die Dichte,
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Abbildung 6.1: Der Druck P und die Massendichte p in Abhangigkeit
vom Radius r fiir die dufere Kruste eines nicht akkretierenden kalten Neu-
tronensterns mit Radius Ry = 12 km und Masse M, = 1,4 M des inneren
Bereichs (Kern zusammen mit innerer Kruste), fiir vier verschiedene Zu-
standsgleichungen. Der Anfangsdruck der Rechnungen ist Py = 6,6 - 10%°
dyne/cm?.

als auch der Druck, fallen iiber die ersten 200 Meter der duferen Kruste rasch ab. Der
sich anschliefende Randbereich der letzten 200 Meter weist nur noch geringe Dichten
und Driicke auf. Hier geht der Druck- und Dichteabfall nur noch langsam vonstatten,
bis nach etwa 450 Metern die duflere Kruste endet. Zwischen den verschiedenen
Zustandsgleichungen sind nur im Detail Unterschiede zu erkennen. So fillt der Druck
bei SkM* etwas schneller ab als bei den anderen Modellen. Der Druck von BSkS8
mit Gitter liegt etwas oberhalb von SkM*. BSk8 ohne Gitter ist ein wenig von den
anderen Modellen separiert. Auch bei den Dichten gibt es nur geringe Abweichungen
der vier Zustandsgleichungen, die von dhnlicher Gréfenordnung wie bei den Driicken
sind. Im Gegensatz zum stetig verlaufenden Druck finden sich im Dichteprofil die
Dichtespriinge wieder, die bereits in Abschnitt diskutiert wurden.
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Zustandsgleichung AM (1075 Mg) AR (km)
BSk8 mit Gitter, mit Erweiterungen 3,09028 0,4509
SkM* mit Gitter, mit Erweiterungen 3,08839 0,4408
BSk8 mit Gitter, ohne Erweiterungen 3,09029 0,4512
BSk8 ohne Gitter, ohne Erweiterungen 3,09281 0,4666

Tabelle 6.1: Die Masse AM und die Dicke AR der duferen Kruste eines
nicht akkretierenden kalten Neutronensterns mit Radius By = 12 km und
Masse M, = 1,4 My des inneren Bereichs (Kern zusammen mit innerer
Kruste), fiir vier verschiedene Zustandsgleichungen. Der Anfangsdruck der
Rechnungen ist Py = 6,6 - 10*° dyne/cm?.

Der unterschiedlich schnelle Druckabfall der vier Zustandsgleichungen resultiert
in verschiedenen Dicken der duferen Kruste. Diese sind zusammen mit den zuge-
horigen Massen in Tabelle angegeben. Mit 441 m ergibt sich aus der Zustands-
gleichung SkM* die diinnste Kruste. BSk8 mit Gitter liefert eine Dicke von 451 m,
wobei die Einbeziehung der Erweiterungen nur eine Abnahme um drei Zentimeter
zur Folge hat. Mit BSk8 ohne Gitter findet man eine dufere Kruste von 467 m Di-
cke. Der maximale Unterschied in der Ausdehnung der duferen Kruste fiir die hier
untersuchten Zustandsgleichungen liegt somit bei 26 m zwischen den Modellen BSk8
ohne Gitter und SkM*. Verglichen mit dem Radius eines Neutronensterns von 10 bis
20 km ist diese Differenz sehr gering. Insofern sind die hier betrachteten Auswirkun-
gen der Zustandsgleichungen auf die Masse-Radius-Beziehung von untergeordneter
Rolle. Es ist jedoch iiberraschend, dass allein die verschiedenen Massentabellen von
BSk8 und SkM* fiir die gleiche Rechnung zu einem Radius-Unterschied von zehn
Metern fiihren, und damit die unterschiedlichen Vorhersagen der Massentabellen
beinahe so wichtig sind, wie die Miteinbeziehung des Gitters.

Die duferen Krusten in Tabelle Il beinhalten nur einen Anteil von ungefihr 10~°
der Gesamtmasse des Neutronensterns. Die dufere Kruste trigt also im Wesentlichen
nur zum Radius, aufgrund der geringen Dichte aber nur wenig zur Gesamtmasse des
Neutronensterns bei. Die relativen Unterschiede der Massen fallen geringer als jene
der Radien aus.

6.3 Abhangigkeit vom inneren Bereich

Nachdem die Auswirkungen des Gitters, der Erweiterungen und der Massentabellen
auf die Zustandsgleichung betrachtet wurden, soll im Folgenden die Abhingigkeit
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Abbildung 6.2: Die Masse AM und die Dicke AR der duferen Kruste
in Abhéngigkeit vom inneren Radius Ry fiir verschiedene innere Massen

My, berechnet fiir die Massentabelle FRDM. Der Anfangsdruck der duferen
Kruste ist Py = 7,9 - 10% dyne/cm?.

der Masse und der Dicke der dufleren Kruste vom Radius R, und der Masse M, des
inneren Bereichs analysiert werden. Hierzu wird die zur Massentabelle FRDM geho-
rende Zustandsgleichung mit allen Erweiterungen héherer Ordnung verwendet. Als
Initialdruck fiir den Beginn der duferen Kruste wird ein Wert von 7,9-10%° dyne/cm?
gewahlt, der unmittelbar vor Erreichen des Neutronen-Drips liegt. Abb. zeigt
die Ergebnisse fiir Anfangsmassen von My = 1,0 — 2,0 M und Anfangsradien von
RO =10 — 20 km.

Sowohl die Masse als auch die Dicke der dufleren Kruste nehmen fiir alle Anfangs-
massen mit dem Radius des inneren Bereichs zu. Demgegeniiber haben Neutronens-
terne mit grofem M, kleinere und leichtere dufere Krusten. Die Massen erstrecken
sich fiir die betrachteten Werte von R, und M, von AM = 7.8-107% bis 5,6-10~* M,
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My (Mo) Ry (km) AR (km) AR/(R+AR) (%)

1,0 10 0,49 4,7
1,0 20 2,57 11,4
1,4 10 0,29 2.8
1,4 20 1,64 7.6
2,0 10 0,14 1,4
2,0 20 0,99 4,7

Tabelle 6.2: Die Dicke AR der dufleren Kruste und ihr Anteil am Gesam-
tradius AR/(R + AR) fiir vier verschiedene Neutronensterne.

die Radien von 0,14 bis 2,57 km. In Tabelle 6.2 sind die Dicken der duferen Krusten
und deren Anteil am Gesamtradius fiir sechs verschiedene Neutronensterne aufge-
fiihrt. Der radiale Anteil der duferen Kruste ist bei Neutronensternen mit geringer
Masse und groften Radien besonders groff. Fiir den Fall My = 1,0 M umfasst die
aufkere Kruste zwischen 4,7 und 11,4 % der Ausdehnung des Neutronensterns, fiir
My = 2,0 M zwischen 1,4 und 4,7 %. Zusammenfassend kann also gesagt wer-
den, dass die dufere Kruste umso leichter und kleiner wird, desto kompakter der
Neutronenstern ist.

6.4 Zusammensetzung

Nachdem gezeigt wurde, dass einerseits die Wahl der Zustandsgleichung nur einen
unerheblichen Einfluss auf die Masse und den Radius der dufseren Kruste hat, an-
dererseits aber die Dicke der Kruste entscheidend von der Kompaktheit des Neu-
tronensterns abhingt, soll nun die Zusammensetzung der duferen Kruste fiir ver-
schiedene Neutronensterne mit unterschiedlichen Zustandsgleichungen untersucht
werden. Hierzu ist in Abb. zum einen die Verteilung des Anteils der Kerne mit
Massenzahl A und zum anderen der Kerne mit Ladungszahl Z an der Gesamtzahl
aller Kerne der Kruste N, fiir drei verschiedene Zustandsgleichungen dargestellt.
Es wurden zwei der Topmodelle, FRDM und NL3def, sowie das exotischere Modell
Chiralp ausgewihlt.

Bei FRDM und NL3def werden in der bimodalen Verteilung der Nuklide um
A = 80 und A = 120 die Sequenzen entlang der magischen Zahlen N = 50 und
N = 82 sichtbar. Betrachtet man die Zusammensetzungen aller drei Zustandsglei-
chungen, so ist Folgendes festzustellen: obwohl Eisen iiber einen grofen Dichtebe-
reich der Zustandsgleichung den Grundzustand darstellt, ist es nur in winzig kleinen
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Zustandsgleichung (A)  (Z)

FRDM 108,3 36,0
NL3def 105,7 34,5
Chiralp 104,8 34,0

Tabelle 6.3: Die mittlere Massenzahl (A) und Ladungszahl (Z) der Kerne
der duferen Kruste eines Neutronensterns mit My = 1,4 M und Ry = 10
km, berechnet mit drei verschiedenen Zustandsgleichungen.

Mengen in der duferen Kruste vorhanden. Der Grund hierfiir ist, dass Eisen nur
bei den niedrigsten Dichten vorliegt. Fiir das Modell FRDM wurde beispielsweise
ein Anteil von nur 1,45-107% ermittelt. Auf der anderen Seite sind Nuklide, die bei
grofen Dichten in der Sequenz auftauchen, natiirlicherweise mit groffen Anteilen ver-
treten. Obwohl aus allen drei Kernmodellen bis zu einer Dichte von 3-10'° g/cm? die
gleiche Zustandsgleichung hervorgeht, gibt es daher doch bedeutende Unterschiede
in den Gesamtzusammensetzungen. So konnen auch Kerne, die nur selten als Grund-
zustandskerne auftreten, einen signifikanten Anteil beitragen, wie z. B. °Pd, der
letzte Kern der Sequenz im chiralen Modell. Diese Resultate machen deutlich, dass
Unterschiede der Sequenzen in den Zusammensetzungen verstirkt zu Tage treten
kénnen.

In Tabelle werden die mittleren Massen- und Ladungszahlen der duferen
Krusten, die mit den drei Zustandsgleichungen berechnet wurden, angegeben. Hier
findet man relativ dhnliche Werte, es handelt sich im Mittel um Selen- (Z = 34)
oder Krypton-Kerne (Z = 36) mit den mittleren Massenzahlen 105 — 108.

Die Anteile in Abb. B3l wurden fiir zwei verschiedene Anfangskonfigurationen be-
rechnet, zum einen fiir einen relativ kompakten Neutronenstern mit M, = 1,4 Mg
und Ry = 10 km, und zum anderen fiir einen weniger kompakten mit M, = 1,0 Mg
und Ry = 20 km. Obwohl sich die Dicke der dufseren Kruste dieser beiden Neu-
tronensterne deutlich unterscheidet (sieche Abb. B2), sind fiir alle Zustandsglei-
chungen die Verteilungen der Anteile beinahe unverédndert. Das bedeutet, dass alle
existierenden nicht akkretierenden kalten Neutronensterne, unter den gemachten
idealisierenden Annahmen, bis in den Prozentbereich genau die gleiche Krusten-
Zusammensetzung besitzen. Dies gilt nur, wenn der absolute Grundzustand der
auleren Kruste tatsichlich erreicht wird. Auch fiir nicht akkretierende kalte Neu-
tronensterne sind Abweichungen denkbar, z. B. wenn einzelne pyknonukleare Re-
aktionen, in denen die Grundzustandskerne der dufseren Kruste sukzessive gebildet
werden, in zu grofen Zeitskalen ablaufen.
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Abbildung 6.3: Verteilung des Anteils der Nuklide an der Gesamtzahl der
Kerne in der duferen Kruste N,, in Abhingigkeit von der Massenzahl A
(linke Seite) und der Protonenzahl Z (rechte Seite) fiir die Zustandsglei-
chungen FRDM, NL3def und Chiralp. Schwarze Balken zeigen die Ergeb-
nisse fiir einen Neutronenstern mit M, = 1,4 My, Ry = 10 km, graue fiir
My = 1,0 Mg, Ry = 20 km. Die zugehérigen Krusten sind 288 bzw. 2.754 m
dick und 1.61 - 107% bzw. 5.59 - 10~* M, schwer. Der Anfangsdruck der #u-
feren Kruste ist Py = 7,9 - 10 dyne/cm?.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die dufere Kruste nicht akkretierender kalter Neutronens-
terne unter Verwendung des erweiterten BPS-Modells (Kapitel Bl) und neuester nu-
klearer Daten studiert. Die beriicksichtigten Erweiterungen des urspriinglichen BPS-
Modells beinalten die Screening- und die Austauschenergie, welche Korrekturen ho-
herer Ordnung zur Gitter- und Elektronenenergie darstellen. Des Weiteren wurden
Korrekturen durch die atomare Bindungsenergie und die Nullpunktsbewegung der
Ionen angewandt.

Fiir die Bindungsenergien der Kerne wurde, wenn verfiighar, auf die experimen-
tell bestimmten Massen aus dem Audi-Wapstra-Katalog [AWT03| zuriickgegriffen,
ansonsten die theoretischen Kernmodelle aus Kapitel Bl genutzt. Dies ist die ers-
te Arbeit, die solch eine Vielzahl unterschiedlicher Kernmodelle hinsichtlich der
Neutronen-Dripline, magischer Zahlen, der Zustandsgleichung, der Kernsequenzen
und der Zusammensetzung der duferen Kruste nicht akkretierender kalter Neutro-
nensterne analysiert. Sowohl das 1971 von BPS verwendete, als auch die neueste
Version des Tropfchenmodells, FRDM, wurden untersucht. Bei den nichtrelativisti-
schen Skyrme-Parametrisierungen wurden vier Massentabellen von Dobaczewski et
al. und fiinf von der BRUSLIB-Kollaboration verwendet, die jeweils auf unterschied-
lichen Naherungen, Paarkriften und Fit-Prozeduren beruhen. Alle nichtrelativisti-
schen Modelle beriicksichtigten, wie FRDM auch, axialsymmetrische Deformatio-
nen. Des Weiteren fanden das erste Mal relativistische Kernmodelle zur Beschrei-
bung der duferen Kruste Verwendung. Hier wurden acht deformierte und zwei nicht
deformierte Massentabellen mit und ohne Pairing in die Analyse miteinbezogen.

Folgende Resultate wurden in Kapitel ] diskutiert: Die Zustandsgleichung und
somit auch der adiabatische Index werden von geringen Unterschieden in der Sequenz
nicht beeinflusst. Die mit den verschiedenen Massentabellen bestimmten Zustands-
gleichungen sind daher nahezu identisch. Bei den Ubergingen von einem Grund-
zustandskern zum néchsten kommt es bei konstantem Druck zu Unstetigkeiten der
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Dichten, so dass der adiabatische Index an diesen Stellen null wird und somit die
Zustandsgleichung aufweicht.

Die Sequenz von FRDM und ebenso die der meisten anderen Kernmodelle orien-
tiert sich nach den Audi-Wapstra-Kernen entlang der magischen Neutronenzahlen
N = 50 und N = 82 bis zum Erreichen der Dripline. Die nichtrelativistischen
Modelle von BRUSLIB zeigen ebenfalls dieses Verhalten. Dabei sind nur geringe
Unterschiede zwischen den Sequenzen und den Driplines der fiinf verschiedenen
Massentabellen festzustellen. Anders bei den nichtrelativistischen Modellen von Do-
baczewski: Fiir SkM* und SkP werden ungewohnliche Isotopen-Sequenzen entlang
der Protonenzahl Z = 28 bzw. Z = 30 gefunden. SLy4 und SLy4HO liefern bis
auf einen einzigen Kern identische Sequenzen, die wiederum denen von BRUSLIB
dhneln. Aus diesen Resultaten folgte der Schluss, dass nicht die Details der Néhe-
rung, sondern die Fit-Prozedur der Kernmodelle fiir die Sequenz entscheidend ist.
Die relativistischen Kernmodelle orientieren sich ebenfalls hauptséichlich entlang der
magischen Neutronenzahlen N = 50 und N = 82. Nur beim chiralen Modell wird
statt N = 82 die magische Zahl N = 70 gefunden. Der Endpunkt der Sequenz, der
immer direkt auf der Dripline liegt, koinzidiert mit einem Bereich der Nuklidkarte,
in dem die Dripline mit groRer Ubereinstimmung durch die Kernmodelle vorherge-
sagt wird. Fiir die fiinf ausgewahlten Massentabellen aus Abschnitt EE2.6 liegt dieser
letzte Kern ungefihr bei Z = 36 und N = 82.

Deformationen fiihren zu einem steileren und lineareren Verlauf der Dripline,
da Schaleneffekte ausgeglichen werden. Auf die Sequenzen haben Deformationen
nur einen geringen Einfluss, da hauptsichlich magische Kerne gefunden werden,
die nur geringe Deformationen aufweisen. Das Pairing fiihrt zu einer Glattung der
Dripline. Des Weiteren werden durch das Pairing neue Energieniveaus erzeugt, die
ein Aufsplitten der Dripline und der Sequenz bei N = 80/82 fiir das Modell PCF1
und bei N = 68/70 fiir das chirale Modell zur Folge haben.

In Kapitel Bl wurden zunéchst die Auswirkungen der Erweiterungen im Detail
betrachtet. Die Zustandsgleichung bleibt ohne Erweiterungen nahezu unveriandert.
Auch in den Sequenzen kommt es nur zu geringfiigigen Verédnderungen: Einzelne
Kerne bei grofem A und Z werden durch leichtere und schwicher geladene Nuklide
ersetzt.

Als néchstes wurde die Bedeutung des Gitters diskutiert, welches im Falle noch
nicht ausgekiihlter oder akkretierender Neutronensterne schmelzen kann. Ohne Git-
ter wird der Druck in der Zustandsgleichung im Bereich niedriger Dichten gering-
fiigig groker. Im adiabatischen Index wird dieses Verhalten verstidrkt sichtbar. Fiir
die Sequenzen ist das Gitter von entscheidender Bedeutung, da es einen nicht zu
vernachlissigenden Beitrag zum Druck liefert. Ohne Gitter wird die Abhéngigkeit
von der Bindungsenergie erhoht und die von der Ladungszahl geschwécht, so dass
stark gebundene Kerne mit geringem Z/A-Verhiltnis bevorzugt auftreten.
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Anschliefend wurden die einzelnen Beitrige der Zustandsgleichung detailliert
analysiert und unter anderem festgestellt, dass sich die Erweiterungen teilweise ge-
genseitig aufheben. Die Berechnung der Nullpunkts-Energie der Kerne zeigte, dass
das Gitter stabil gegeniiber der Nullpunktsbewegung der Kerne ist.

In Kapitel Bl wurden mit der TOV-Gleichung fiir gegebene Neutronensterne zu-
niachst die Massen und Dicken der duferen Kruste bestimmt. Fiir unterschiedliche
Kernmodelle kommt es dabei zu Abweichungen von wenigen Prozent in der Dicke
der duferen Kruste, die Massen bleiben nahezu unverdndert. Anschliefsend wurde
die Abhéngigkeit von der Masse und dem Radius des Neutronensterns studiert. Hier
wurde gezeigt, dass die dufere Kruste umso leichter und kleiner wird, desto kom-
pakter der Neutronenstern ist. Fiir My, = 1,4 M, werden typische Radien von 0,3
bis 1,6 km gefunden. Die Masse ist in der GréRenordnung von 10~° — 10~% Mg, und
damit vernachlassigbar klein. Der radiale Anteil liegt demgegeniiber zwischen 3 und
8 %, und wird ebenfalls mit der Kompaktheit des Neutronensterns geringer.

Abschliefend wurde mit der TOV-Gleichung die Zusammensetzung der dufe-
ren Kruste berechnet. Die Isotopen-Zusammensetzung ist wichtig fiir den Wirme-
Transport vom Kern zur Oberfliche des Neutronensterns und fiir die Ohmsche Dissi-
pation des magnetischen Feldes. Fiir die Massenzahl wurde eine bimodale Verteilung
entsprechend den magischen Zahlen N = 50 und N = 82 festgestellt. Einzelne Nu-
klide konnen, wenn sie bei grofen Dichten in der Sequenz auftreten, einen grofen
Anteil ausmachen. Andererseits ist Eisen, da es nur bei den geringsten Dichten vor-
liegt, mit verschwindend geringem Anteil vertreten. Je nach Kernmodell erhdlt man
eine mittlere Ladungszahl von 34 bis 36 und eine mittlere Massenzahl von 105 bis
108. Hierbei wurde festgestellt, dass die Zusammensetzung der duferen Kruste un-
abhéngig von der Grofe und Masse des Neutronensterns und somit universal fiir alle
nicht akkretierenden kalten Neutronensterne ist.

Die Ergebnisse dieser Arbeit beruhen auf den Bindungsenergien neutronenreicher
Isotope mit Z = 26 — 40 aus einem Bereich der Nuklidkarte, der in naher Zukunft
mit FAIR an der GSI erforscht werden kann (siehe Abb. [LJ). Mit diesen zukiinfti-
gen Massenmessungen werden zum einen die theoretischen Kernmodelle hinsichtlich
ihrer Isospin-Abhéngigkeit hin zur Neutronen-Dripline stark eingeschriankt werden.
Zum anderen wird es eventuell méglich sein, die tatséchliche Sequenz der Kerne
in der duferen Kruste nicht akkretierender kalter Neutronensterne abschliefend zu
bestimmen. Andere, extraterrestrische Informationen kénnten von der Beobachtung
bindrer Rontgen-Systeme kommen, in denen ein Neutronenstern Materie von seinem
stellaren Begleiter akkretiert. Mit den Rontgen-Satelliten Chandra, XMM-Newton
und dem sich noch in der Entwicklung befindenden XEUS, ist eine detaillierte spek-
troskopische Analyse der dort auftretenden X-Ray-Bursts moglich. Hieraus konnen
bedeutende Informationen iiber die Masse-Radius-Beziehung von Neutronensternen
gewonnen werden, die wiederum direkt von der Zustandsgleichung dichter Materie
abhéngt.
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Eine Erweiterung des BPS-Modells auf endliche Temperaturen wiirde neue An-
wendungsgebiete erdffnen. Aufer fiir die thermale Evolution der dufteren Kruste
ware die Zustandsgleichung dann auch ein wichtiger Bestandteil zur Beschreibung
von Supernova-Explosionen oder Neutronenstern-Kollisionen. Auch die Fortsetzung
der Zustandsgleichung iiber den Neutronen-Drip hinaus hin zu groferen Dichten
ware wiinschenswert. Hier ergébe sich die Moglichkeit sowohl die innere als auch die
dufere Kruste mit einer einzigen Parametrisierung zu beschreiben. Das gleiche theo-
retische Modell konnte fiir die Bindungsenergien der Kerne und die nuklearen Felder
des freien Neutronengases in der inneren Kruste verwendet werden. Neben der Er-
weiterung hinsichtlich der Temperatur und der Dichte kénnte das BPS-Modell auch
um den Freiheitsgrad der Seltsamkeit erweitert werden. Die Kerne wiirden dabei
durch kleine Tropfchen seltsamer Quarkmaterie ersetzt, die sich ebenfalls in einem
Gitter anordnen. Anstelle der Kernmassen benétigte man in diesem Fall die Massen
der Strangelets als Eingabeparameter. Hierfiir wiren Massenformeln fiir Trépfchen-
modelle seltsamer Quarkmaterie innerhalb des MIT-Bag-Modells geeignet [Mad94].
Dieses Vorgehen wiirde ein neues Konzept zur Beschreibung der dufieren Kruste
seltsamer Neutronensterne darstellen.
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Kernmodelle und Sequenzen
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Abbildung A.1: Nuklidkarten aller verwendeten Kernmodelle (aufer BPS).
Punkte zeigen die in den Massentabellen verfiigbaren Kerne; Linien die er-
mittelten Neutronen-Driplines. Kreuze stellen die Kerne aus der atomaren
Massentabelle [AWT03| dar. Linien mit Symbolen zeigen die jeweilige Se-
quenz der Grundzustandskerne, berechnet mit dem BPS-Modell und den in
Kapitel 22 diskutierten Erweiterungen.



Anhang B

Sequenzen in tabellarischer Form

pMeV]  pe [MeV]  puax [g/cm®] P |dyne/cm?| ny [em™3]  Element Z N
930,60 0,95 8,09 x 10° 5,29 x 102 4,88 x 10%° Fe 26 30
931,31 2,60 2,69 x 10® 6,91 x 10% 1,62 x 1032 62N 28 34
932,00 424  124x10° 520x10% 748x 10  ONi 28 36
933,33 7,69 8,15 x 10° 5,78 x 10%7 4,90 x 1033 81Se 34 50
034,42 10,61 223 x 101  212x10% 134x10%  %Ge 32 50
03548 1358 488 x 101 570 x 10 293 x 10%  Zn 30 50
037,68 19,97 163 x 10"  268x10%® 974x10%  Ni 28 50
937,78 20,25 1,78 x 10 2,84 x 10% 1,07 x 10%® Fe 26 50
937,83 20,50 1,86 x 101! 293 x10%  1,12x10% Mo 42 82
938,57 22,86 2,67 x 101 4,55 x 10%® 1,60 x 10%° 127y 40 82
939029 2525 373 x 101 679 x 10%° 223 x 10 1208y 38 82
93957 2619  432x 101 787 x 10%° 259 x 10 IBKr 36 82

Tabelle B.1: Die Sequenz an Grundzustandskernen in der duferen Kruste
nicht akkretierender kalter Neutronensterne, berechnet mit dem Kernmo-
dell von Myers und Swiatecki [MS66] um die Ergebnisse von BPS [BPSTI]
zu reproduzieren. Die Werte sind fiir die Ubergangspunkte zum Kern in
der nachfolgenden Zeile gegeben, die letzte Zeile gehort zum Erreichen des

Neutronen-Drip-Punktes.
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Sequenzen in tabellarischer Form

te [MeV]  pmax [g/cm?®] Element Z N

0,95 7,96 x 108 %Fe 26 56
2,61 2,70 x 108 2Nj 28 34
4,17 1,18 x 10° 6INi 28 36
6,94 5,88 x 10° BNji 28 40
9,12 1,36 x 1010 81Ge 34 50
9,16 1,40 x 1010 Ni 28 42
10,06 1,93 x 1010 Ni 28 44
10,86 2,43 x 10'° ®7Zn 30 48
13,24 4,52 x 1010 80Zn 30 50
13,58 4,97 x 10'° Ni 28 48
16,51 9,17 x 10'° BNi 28 50
18,04 1,23 x 10! 8ONj 28 52
19,38 1,56 x 10" 8Nji 28 54
21,12 2,07 x 10M 8INi 28 56
22.89 2,70 x 10M 86Ni 28 58
24,36 3,33 x 10! 8Ni 28 60
25,10 3,77 x 10 1307y 40 90
25,97 4,25 x 10! 1827y 40 92
26,26 4,45 x 10 1347y 40 94

Tabelle B.2: Die von Haensel, Zdunik und Dobaczewsk [HZD89| berechnete
Sequenz. Die verwendeten nuklearen Massen stammen aus einer sphérischen
Rechnung fiir den Parametersatz SkP von Dobaczewski, Flocard, und Trei-
ner [DETR4].



Sequenzen in tabellarischer Form

te [MeV]  pmax [g/cm?®] Element Z N

0,95 7,96 x 10° Fe 26 30
2,61 2,70 x 108 62Nj 28 34
4,28 1,29 x 10° G4Nj 28 36
4,57 1,61 x 10° 6Nj 28 38
5,32 2,63 x 10° 65Nj 28 40
6,21 4,34 % 10°  0Ge 32 48
9,69 1,70 x 101 82Ge 32 50
12,26 3,59 x 101 80Zn 30 50
18,22  123x 10"  TNi 28 50
18,73 141 x 10"  TFe 26 50
20,15 1,83 x 101  127p 40 82
22,19 253 x 101 120§ 38 82
2424 342 x 101  USKr 36 82
26,28 455 x 101 116G¢ 34 82
26,82 505 x 101 M4Ge 32 82

Tabelle B.3: Die von Haensel, Zdunik, und Dobaczewski [HZD89| berech-
nete Sequenz, diesmal fiir ein Tropfchenmodell von Myers [Mye77].



Sequenzen in tabellarischer Form

te [MeV]  pmax [g/cm?®| Element Z N

0,95 7,96 x 106 %Fe 26 30
2,61 2,71 x 108 62Nj 28 34
4,31 1,30 x 10° 6INi 28 36
4,45 1,48 x 10° 66Nj 28 38
5,66 3,12 x 10° 8Kr 36 50
8,49 1,10 x 1010 81Ge 34 50
11,44 2,80 x 10'° 82Ge 32 50
14,08 5,44 x 10'° 80Zn 30 50
16,78 9,64 x 10'° BNi 28 50
18,34 1,29 x 101 2Ry 44 82
20,56 1,88 x 101t Mo 42 82
22,86 2,67 x 10M 127y 40 82
25,38 3,79 x 10M 1206y 38 82
26,19 4,33 x 10! U8Kr 36 82

Tabelle B.4: Die von Haensel und Pichon berechnete Sequenz [HP94]. Obe-
rer Teil: Verwendung von experimentellen Kernmassen, unterer Teil: Bin-
dungsenergien aus der Massenformel von Méller und Nix [MNSS]. Die letzte
Zeile korrespondiert zum Erreichen des Neutronen-Drip.

te [MeV]  pmax [g/cm?®| Element Z N

17,44 1,08 x 10 BNi 28 50
19,13 1,47 x 10 26Ru 44 82
21,66 2,20 x 101 %Mo 42 82
24,13 3,15 x 10! 1227y 40 82
26,05 4,10 x 10" 1206y 38 82

Tabelle B.5: Wie Tabelle[B.4 beginnend mit dem letzten experimentell be-
stimmten Kern. Fiir den unteren Teil wurde die Massenformel von Aboussir
et al. [APDT9?] verwendet.



Sequenzen in tabellarischer Form

VII

pMeV] g [MeV]  puax [g/cm®] P [dyne/cm?| ny [em™3]  Element Z N
930,60 0,95 8,02 x 108 5,22 x 102 4,83 x 10%° % Fe 26 30
931,32 2,61 2,71 x 108 6,98 x 10 1,63 x 1032 62Nj 28 34
032,04 434  133x10° 572x 10 803 x 102  ®Ni 28 36
032,00 446  150x10°  644x 10%  904x 102  ONi 28 38
932,56 5,64 3,09 x 10° 1,65 x 10*" 1,86 x 10% 86Kr 36 50
933,62 8,38 1,06 x 1010 8,19 x 10" 6,37 x 1033 81Se 34 50
03475 1143 279 x 101 285 x 10% 168 x 10%  2Ge 32 50
93589 14,61 607 x 10  7.63x 10% 3.65x 10%  5Zn 30 50
93644 16,17 846 x 10  1.15x 10 508 x 10%  57n 30 52
936,63 16,81 9,67 x 10%° 1,32 x 10 5,80 x 103 12®Pd 46 82
93741 19,16  147x 10" 223 x 10 884 x 10% 1Ry 44 82
03812 2135 211 x 10" 345x 102 126x10% 120Mo 42 82
938,78 23,47 2,89 x 10! 5,05 x 102 1,73 x 10% 127y 40 82
93947 2577 397 x 101 736x 10%° 238 x 10 1208y 38 82
939,57 26,09 4,27 x 101 7,74 x 102 2,56 x 10% U8Kr 36 82

Tabelle B.6: Sequenz der Grundzustandskerne in der &duferen Kruste
unter Verwendung der experimentell bestimmten atomaren Massentabelle
[AWT03] (oberer Teil), und dem nichtrelativistischen theoretischen Kernmo-
dell BSk8 von BRUSLIB (unterer Teil). Die experimentellen Daten wurden

immer bevorzugt verwendet, die letzte Zeile zeigt den Neutronen-Drip.



Sequenzen in tabellarischer Form

VIII

pMeV] g [MeV]  puax |g/cm®] P [dyne/cm?| ny [em™3]  Element Z N
930,60 0,95  802x10°  522x10% 483x10%  Fe 26 30
931,32 2,61 2,71 x 10% 6,98 x 10% 1,63 x 1032 62Ni 28 34
932,04 4,34 1,33 x 10° 5,72 x 10* 8,03 x 1032 6INi 28 36
032,00 446  150x10° 644 x10% 904 x 102  66Ni 28 38
93256 564  3.00x10°  165x107 186x10%  SKr 36 50
933,62 8,38 1,06 x 1010 8,19 x 102" 6,37 x 1033 81Se 34 50
934,75 11,43 2,79 x 101° 2,85 x 10%® 1,68 x 103 82Ge 32 50
93593 14,71  621x 10"  7.86x10% 373x10%*  %Zn 30 50
03728 18,64  132x 10" 203x 102 7.92x10%*  ™Ni 28 50
937,63 19,80 1,68 x 10! 2,55 x 10% 1,01 x 10*® **Mo 42 82
038,13 21,38 218 x 10" 348 x 102 131x10% 127r 40 82
938,67 23,19 2,89 x 101 4,82 x 10% 1,73 x 10% 1208y 38 82
939,18 24,94 3,73 x 101 6,47 x 10%* 223 x 10 18Kr 36 82
93057 2629  455x 101 800x 102 272x10% 116G 34 82

Tabelle B.7: Wie Tabelle [B.6] nun fiir das relativistische Modell TMA.
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